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Girig yazimizda da belirttigimiz gibi ve artik
okurlarimizin da kolaylikla kabul edecegi gibi, tiim
kategorilerde ya da tiim izlegler igin dogru olacak
bir sonug bulmak ¢ok zordur! Diger taraftan eger
béyle bir sonug bulursak da kanitinin ¢ok zor ol-
mamasini bekleriz.

Siradaki sonug¢ tam da boyle bir 6rnek. Cok
temel, ama ayni zamanda derin bir sonu¢ olan
Yoneda Onsavi’ni kamtlayacagiz:

Onsav 1 (Yoneda Onsavi). C bir kate-
gori,
F:C - Kiime

bir izle¢ olsun. Ayrica X € C ve karsilik
gelen hom-izleci,

Home (X, -) : C - Kiime
verilsin. Bu gdsterimle,

- Home (X, -) ten Fye giden dogal dé-
nigtmlerle,

- F(X) kiimesinin elemanlar: arasinda

birebir ve orten bir esleme,
0r x : DD(Home(X,-), F) - F(X)

bulunur. Bu esleme hem F hem de X ’te
dogaldar.

Kanat. 11k olarak 7 : Home (X, -) = F dogal do-
niisiimii verilsin.

Or x (1) =nx (idx)

olarak tanimlayalim.
Bu fonksiyonun tersini agagidaki gibi kuralim.
Verilen x € F(X) eleman: igin,

7(z) : Home(X,-) = F
dogal doniiglimiinii, her Y € C igin,

7(z)y :Home(X,Y) - F(Y)
a = Fa)(z)

48

fonksiyonu olarak tanimlayabiliriz. Dikkat eder-
seniz, o : X — Y morfizmasima F izlecini uygu-
ladigimizda F(«) : F(X) - F(Y) fonksiyonunu
elde ederiz. Dolayisiyla, bu fonksiyonu x € F(X)
elemaninda hesaplamak anlamlidir. Bu fonksiyon-
larin bir dogal doniisiim verdigini gosterebilmek
i¢in agagidaki diyagrama goz atalim:

Y Home (X,Y) 2% F(y)
J{f I |re
Z Home(X, 2) Z94 F(2)

Bu diyagramin degismeli oldugunu kanitlamak
iizere yine iki yonden bilegke hesaplayalim. Ilk ola-
rak saga gidersek:

F(f)er(x)y(a) = F(f)(F()(x)) = F(f o a)(x)

elde ederiz. Burada F’nin bilegkeyi korudugunu
kullandik. Simdi ilk olarak asagiya gittigimizde,

T(x)z o f (@) =7(2)2(f o) = F(f o a)(x)

sonucunu buluruz. Esitlik elde etmis olduk. Oy-
leyse,
7:F(X) - Home(X,-)

fonksiyonunu tanimlamig olduk. Son olarak 7’nun
6’nin tersi oldugunu kontrol edelim. Ilk olarak,

Orx(7(z)) = 7(x)x(dx)=F(idx)()
idx(z) =z

egitlikleri tanimlar1 takip ederek kolayca hesaplanir.
Diger bilegke biraz daha dikkat gerektiriyor. Veri-
len bir 7 : Home (X, -) = F dogal doniigiimii i¢in
T(0F x (1)) dogal dontisiimiiniin 1’ya esit oldugunu
gostermeliyiz. Bunun i¢in verilen bir o : X - Y
morfizmasindaki degerinin 7y («)’ya egit oldugunu
bulmaliyiz. Hesaplayalim:

T(9F,X(77))Y(a) =

Burada sadece #’nin tamimini uyguladik. Simdi
7’nun tanimini uygulayalim:

= F(a)(nx(idx))

7(nx (idx))y (a)
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Baglangicta n’nin bir dogal doniigiim oldugunu ha-
tirlayin. Yani yukaridaki diyagramda 7(z) yerine
7 koydugumuzda diyagram degismeli olacak. Dik-
kat ederseniz, yukaridaki esitlik, elde edecegimiz
bu diyagramda id x’in 6nce saga giderek hesapla-
nan goriintiisiidiir. Oyleyse 6nce agagiya giderek
hesaplanan goriintiiye egit olmalidir, yani,

= nyoa”(idy)

olur. Son olarak a*’'in tanimini uygulayip esitligin
sol tarafini da tekrarlarsak, beklendigi gibi,

7(0r,x(1))y () =ny(a)

esitligini elde ederiz. Kanitimiz, dogallik haricinde,
tamamlanmg oldulT] O

Yukaridaki formuyla kategorileri yeni 6grenen
okurlarimiz bu sonucun degerini gérmekte zorlana-
bilir. Iyi bilinen sonuclardan bazilarim kanitlayip
Yoneda Onsavi’ni biraz parlatalim.

“Yoneda gémmesi” adinm1 verdigimiz ilk sonug
“her nesne diger nesnelerle olan iligkileri tarafindan
biricik belirlenir” ilkesinin matematiksel bir agikla-
masimi getirmektedir. Once, nesneleri digerleriyle
olan iligkilerine génderen bir izle¢ tanimi verelim.

C bir kategori ve X € C olsun. Hatirlarsa-
mz Home(-,X) : C° - Kiime ile gosterdigi-
miz aksi izleci tanimlamigtik. Bu izle¢ altinda
f°P Y - Z’nin goriintiisi,

fe :Home (Y, X) > Home(Z,X), g~ go f

fonksiyonuna gotiiriir. Simdi X'i bir degisken gibi
diisiiniirsek,

% :C - [C°P,Kiime], X » Home(—, X)

izlecinin nesneler lizerindeki etkisini elde ederiz.
Ayrica her h: X — X' morfizmasina karsilik gelen,

n(h) : Home (-, X) = Home (-, X7)

dogal doniigtimiinii tanimlamamiz gerekli. Verilen
her Y €C i¢in,

n(h)y : Home (Y, X) - Home (Y, X')

fonksiyonunu f ~ f* olarak tamimlayalim. Bu ta-

nimla birlikte bir dogal déniisiim elde ettigimizi

gostermek okuyucu i¢in zor olmamali. Yukarida

da yaptigimiz gibi, karsilik gelen kare diyagramin

degismeli oldugunu gostermek yeterli olacaktir.
Kurdugumuz,

¥ : C— [C°" Kiime]
X — Home(—, X)
h+—n(h)

izleci Yoneda gémmesi adiyla bilinirE| Yoneda
Onsavi’nimn ilk sonucu, aym zamanda Cayley Te-
oremi’'nin de bir genellemesi olarak goriilebilecek
sonug agagida.

Sonug 1. Yoneda gommesi dolu ve sadik-

tor.

Kanait. Yapmamiz gereken Yoneda gémmesinin, ve-
rilen iki nesne arasindaki morfizmalar iizerinde bire-
bir ve érten oldugunu gostermek. Bir diger ifadeyle,
her X,Y €C igin,

% :Home(X,Y)
- DD(Home (-, X), Home (-,Y))

fonksiyonu birebir ve 6rten olmalidir. Dikkat eder-
seniz bu kiimeler tam olarak Yoneda Onsavi'ni
F =Home(—,Y) izlecine uyguladigimizda elde ede-
cegimiz kiimelerdir. Oyleyse tek yapmamiz gereken
fonksiyonun da ayni sonugtan geldigini gérmektir.
Teknik detaylar: ilgili okuyucuya birakiyoruz. O

‘ Yoneda gommesinin degeri iizerine birkag s6z
soylemek gerekli. Oncelikle [C°P, Kiime] izle¢ ka-
tegorisi ¢alisabilecegimiz iyi kategorilerden birisi-
dir; ¢linkii izlecler hedef kategorideki 6zellikleri
alirlar. Ornegin, limitler iizerine ikinci yazimizda
bahsettigimiz gibi Kiime kategorisinde biitiin li-
mitler vardir! Simdi bagladigimiz soyut C kategori-
sini [C°P, Kiime]'ye gomdiigiimiizde burada C’nin
bir kopyasini elde etmis oluruz, yani soyut X € C
nesnelerini, hom-izlegleri Home (-, X )’a ve yine so-
yut olarak verilen morfizmalar1 dogal doniigiimlere
¢evirmis oluruz.

Dikkatli okuyucularimiz burada bir eksik oldu-
gunu fark edecektir. Her ne kadar Home (-, X) =
Home(—,Y) esitligi ancak ve ancak X =Y iken
dogruysa da benzer bir sonucun egyapili nesneler
arasinda da olmasi gerekir. Diger durumda, egya-
pili olmayan bazi nesnelerin goriintiileri esyapili
olabilir ve o zaman da yukaridaki gomme etkisini
kaybeder. Siradaki sonucumuz bunun olmayacagimi
gosteriyor.

Teorem 1. X,Y € C verilsin. Asagidaki
onermeler denktir.

1. X=2Y

2. Home (-, X) 2 Home(—,Y)
S —

IDogallik tamimlarim burada vermeyecegiz. Ilgili okuyucu kaynak kitaplarm herhangi birinden ulagabilir.
2Bir de aksi Yoneda gémmesi tanimlanabilir. Bunun igin hedef kategorisi [C, Kiime] almmaldir.
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Kanat. ki 6nerme kamtlamaliyiz: 1 = 2 ve 2 = 1.
Ilk 6nerme acik, ¢iinkii eger X = Y ise Yoneda
gommesi bir izleg oldugundan #(X) 2 #/(Y') olur,
yani

HOmc(—, X) = Homc(—, Y)

Simdi 2 = 1’i kanitlamak tizere yukaridaki denkli-
gin saglandigim varsayalim. Ayrica f bu iki izleg
arasinda bir izomorfizma olsun. % izleci dolu ve
sadik oldugundan, #'(g) = f esitligini saglayan bi-
ricik g : X - Y morfizmasi vardir. Benzer sekilde,
#(h) = 7! esitligini saglayan biricik o : Y — X
morfizmasi da vardir. Ama % bir izleg oldugundan,

idg (xy=f o f=#(h) o (g) =¥ (hg)

esitlikleri de saglanir. Son olarak % sadik ol-
dugundan, hg = idx buluruz. Benzer yontemle
gh = idy’de bulunur. Dolayisiyla g : X — Y bir
izomorfizmadir. O

‘ Kategori teoristlerin sevdigi bir stz/iddia var:
Her gey kategoridir. Bu iddia kiime teoristlerin “her
sey kiimedir” iddiasiin giincellemesidir. Yoneda
Onsavr’yla birlikte her seyin izle¢ oldugunu soy-
lemis oluyoruz! Yani gercekten de nesneler degil
iligkiler 6nemli!!!

Son olarak Yoneda Onsavi ile Cayley Teoremi
arasindaki iligkiye bakalim. Amacimiz Cayley Te-
oremi’ni Yoneda Onsavi'nin bir sonucu olarak ka-
nitlamak.

Teorem 2 (Cayley Teoremi). Her grup bir

permiitasyon grubuyla esyapilidar.

Bu gruplar teorisinin en giizel (ama pek de
kullanigh olmayan) teoremlerinden biridir. Grup
etkilerini kullanan kaniti da ilham vericidir. Burada
verecegimiz kanitin amaci bu teoremin gercekten
de Yoneda Onsavi'nin bir 6zel durumu oldugunu
goérmek.
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Kamit. G bir grup ve & kargilik gelen bir nesneli
kategori olsun. Bu kategoriden sadece bir tane hom-
izleci bulabiliriz:

Homg (-, *) : P - Kiime

Bu izle¢ » nesnesini Homg (%, ) = G kiimesine go-
tlirecek. Ayrica eger g : x - = morfizmas: verilirse,
Homg(g,*):G -G, x—2x-g
olacaktir. Hatirlarsaniz, her &°? — Kiime izleci
bir G-kiimesine kargilik geliyordu. Bu hom-izlecinin
kargilik geldigi G-kiimesi G, iizerinde sagdan G’nin
elemanlar: ile ¢carpma etkisiyle verilen ve G ile
gosterilen kiimedir.
Simdi Yoneda Onsavi'm1 Home (-, *) izlecine
uygularsak,

DD(Homg (-, ), Homg (-, *)) = Homg (*, *)

buluruz. Sag tarafta G kiimesini elde ettik. Peki
sol taraftaki kiime nedir? Yine &°P — Kiime iz-
lecleri kategorisiyle G-Kiime kategorisi arasindaki
denkligi diigiiniirsek,

DD(Homg (-, ), Home (—, *))
= Homg kime(Ga, Ga)

yani G-etkisini koruyan Gg — G¢ fonksiyonlar kii-
mesi olmalidir. Gruplar teorisinden standart bir
sonug olarak Homg_kiime (Ga, Gg) kiimesinin sag-
dan grup elemanlariyla ¢arpma fonksiyonlarinin
kiimesine esit oldugunu biliyoruz:

Homg.kiime(Ga,Ga) ={rg:x—x-g|geG}.
Dolayisiyla Cayley Teoremi’nin kanitinda oldugu
gibi,

Gz{rg:zr~x-g|geG}

buluruz. O
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Bu kisa yazimizda, kategoriler kuraminin en
6nemli araglarindan olan limit/eg-limit kavramla-
riyla ilgili sonuclara goz atacagiz. Ik olarak ta-
nimimizda bir giincelleme yapalim. Hatirlarsaniz
ilk yazimizda, diyagramlarin limitlerinden bahset-
migtik. Daha sonra her diyagramin aslinda bir iz-
le¢ oldugunu da séyledik. Dolayisiyla, uzleclerin
limitlerinden /es-limitlerinden bahsedebiliriz. Bu
degisimin bir avantaji diyagramlari, verilen kate-
goride kurmak yerine, daha soyut olarak bir kate-
gorinin goriintiisii olarak goérebilmemizdir. Dikkat
ederseniz, orneklerimizde de diyagramlar kategori-
lere 6zel degildi!

Metrik ya da topolojik uzaylar1 bilen okurlari-
miz limit kavramiyla birlikte tamlik sorusunu, yani
hangi kategorilerde biitiin limitlerin var oldugu
sorusunu da akillara getirecektir. Once tanim:

Tanim 1. Eger C kategorisinde biitiin kii-
itk diyagramlarin”] limiti varsa C’ye tam
kategori, eger biitiin kiigiik diyagramlarin
eslimiti varsa C’ye estam kategorﬂ denir.

?Burada “kiiclik” sifat1 diyagramdaki koselerin
bir kiime olusturdugu anlamina geliyor.

bIngilizce terimler complete/cocomplete. Egtam
¢ok iyi bir geviri olmasa da “co-” eki igin daha iyi
bir 6nerim yok.

Ornek 1. Bu érnekte Kiime kategorisinin tam
oldugunu gosterecegiz. Z bir kiiciik kategori ve
F : 7 - Kiime bir izle¢ olsun. Amacimiz F’nin
limitini bulmak. Bu amagla,

D=T]F(i)

i€l

yazalim, yani D ile F'nin iirettigi diyagramin ko-
selerinin kartezyen carpimini gisteriyoruz. Ayrica
i-koordinatina izdiiglimii 7; ile gosterelim. Limiti-
miz bu kiimenin, koni olma iizelligini de saglayan
bir alt kiimesi olacak:

L={xeD|her f:i—jicin F(f)m(x)=m;(z)}
Simdi iddiamiz,

thﬂe F = (L,(7)iez)

izomorfizmasinin saglandigidir. Oncelikle sag tara-
fin bir koni oldugu kurulumdan agiktir. Evrensellik
i¢in, F tizerinde (K, (p;)iez) konisini alalim. Yuka-
rida tamimladigimiz D kiimesi bir ¢arpim oldugun-
dan evrensellik 6zelligini saglar. Oyleyse, p; =m0
esitligini saglayan biricik « : K — D fonksiyonu
vardir. Simdi her k€ K ve f:i— j igin,

F(f)mi(a(k)) = F(f)(pi(2)) = pj(z) = 7 (a(z))

esitlikleri saglanir, yani o’nin goriintiisii D’nin
iginde kalir. Bir diger ifadeyle, o : (K, (p;)) —
(L, (7;)) biricik fonksiyonunu bulmug olduk.

‘ Yukaridaki 6rnegi kullanip Grp, Rmod ve
Top kategorilerinin de tam oldugu gosterilebilir.
Ek olarak tek yapmamiz gereken, elde edilen obje-
lerin gergekten ilgili kategoride kaldigini gostermek
olacak.

7

J

Alistirma 1. Benzer bir kurulum kulla-
nip Kiime kategorisinin es-tam oldugunu
gosteriniz.

7

' )

Alistirma 2. Kiime kategorisinin es-tam
olmasini kullanarak Grp, Rmod ve Top
kategorilerinin de es-tam oldugunu gosteri-

niz

Bir kategorinin tam olmasini kontrol etmenin
alternatif bir yolunu kanitlayalim.

7

J

Teorem 1. C kategorisi verilsin. Asagida-
kiler birbirine denktir.

1. C tamdar.

2. C’de ¢arpvmlar ve egitleyiciler vardar.
]

Bu teoremin kanit1 zor olmasa da burada verme-
yecegiz. 1lgili okurlarimiz kaynak kitaplarda bula-
bilir. Ayrica bu sonucun kargiti da bulunur, eg-tam
olmay1 es-carpim ve denklestiricilerin varligiyla 6l-
gebiliriz.
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Limitler hakkinda bir diger sonucumuz Yoneda
Onsavi'nin degerini ortaya koyan sonuglardan biri-
sidir. Sonucumuz agagida:

Teorem 2. A bir kategori ve C, D birer kii-
¢ctik kategori olsun. Ayrica F : D — [C,A]
bir izleg olsun. Eger her C €C igin,

Fe:D-A, D F(D)(O)

izlecinin limiti varsa F'nin de limiti vardir
ve bu limit noktasal olarak hesaplanar.

Yukarida sozii edilen “noktasal hesaplama” limi-
tin bir nesnedeki degerinin bu nesnedeki degerlerin
limiti oldugu anlamina geliyor. Kanitta bu durum
daha net goriilecektir.

Bu yazi icin asil ilgi cekici olan teoremin bir
sonucu:

Sonug 1. A bir tam kategori ve C bir kii-
¢iik kategori olsun. Bu durumda [C, A] izleg

kategorisi de tamdir ve limitler noktasal he-
saplanar.

Ozel olarak, Yoneda Onsavi’nda oldugu gibi
A = Kiime aldigimizda, bu sonu¢ herhangi bir
kii¢iik kategorinin bir tam kategori i¢ine gémdiilebi-
lecegini soyler!

Simdi teoremi kanitlayalim.

Kanat. Oncelikle, her ne kadar teoremin icinde
agik¢a verilmese de her (f: D — D) € D igin,

Fe(f)=F(f)c
olarak tanimlanir. Dikkat ederseniz,
F(f):F(D) - F(D")

bir dogal doniigiimdiir ve dolayisiyla her C' € C igin
bir (F(f)c : F(D)(C) — F(D")(C)) € A morfiz-
masl igerir.

Benzer gekilde, eger (g: C — C') € C ise,

ngFC:>FCI

dogal doniigiimiinii de tanimlayabiliriz. Teoremde
varligini kabul ettigimiz limiti,

h}\n Fo =(L(C),(pc,p)pep)

olarak yazalim. Simdi (g : C' - C") € C morfizma-
sindan gelen Fy, dogal déniigiimii, L(C) ve L(C")

limitleri arasinda L(g) ile gosterecegimiz bir mor-
fizma verir:

L(g): L(C) - L(C")

Ustelik limitin evrenselliginden dolayr bu mor-
fizma,

pcr,p © L(g) = F(D)(9) °pc,p

esitligini de saglar. Dolayisiyla L : C — A bir izleg-
tir ve (pe,p)cec koleksiyonu p_ p : L = F(D) bir
dogal doniigtimdiir

Bu kurulumlarla birlikte iddiamiz,

lim F = (L, (p_
A (L, (p-,p)Dep)

esitliginin saglandigidir. Bu iddiay1 daha acik ya-
zarsak,

lim F(C) =lim F

iy () ~lip e
elde ederiz. Bu ifade aym zamanda noktasal hesap-
lama kavramimiza da agiklik getiriyor.

Simdi iddiamiz1 kamtlayalim. Oncelikle L’nin

F iizerinde bir koni oldugunu géstermeliyiz. Eger
(f:D— D")eD ise her C €C igin,

F(f)(C)epc,p =pc,pr

esitligi tanimimizdan dogrudur, yani
F(f)op-p=p-p

olur. Evrensellik i¢in, F' iizerinde bagka bir koni,
(K, (kp)pep) alalim. Bu durumda her C' € C i¢in
(K(C),(kp,c)pep) de F¢ tizerinde bir koni olur
ve dolayisiyla biricik pe : K(C) - L(C) morfiz-
mas1 vardir. Bu morfizma pc, popc = kp,c esitligini
saglar. Oyleyse,

p=(pc)cec: K =L
dogal doniigtimiint buluruz. (Okuyucular,

C K(C) 225 L(0)

g K(g) L(g)
| | |

c’ K(C") 2<% L(c)

diyagraminin degigmeli oldugunu, tanimlar1 takip
ederek kolayca gosterebilir.) Tanimimizdan dolay1
p-.pp = kp saglanir ve pc morfizmalarinin biri-
cik olmasi p'nun da biricik olmasini zorunlu kilar.
Boylece kanitimiz tamamlanmig oldu.

O

1Burada yer tasarrufu igin kontrol etmedigimiz detaylari okuyucunun kontrol etmesini bekliyoruz!
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Kategoriler Teorisi

Grothendieck Gruplari ee

Olcay Cogkun
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Cebirin en temel nesnelerinden biri abel grupla-
ridir. Bu gruplar halka, cebir, modiil, vektor uzay:
gibi bir¢ok nesnenin de temelini olugturur. Yine
de abel gruplar1 “dogal” olarak ortaya ¢ikmazlar.
Bu yazimizda abelyen grup kurmak i¢in kullani-
lan bir teknikten s6z edecegiz. “Grup tamlamasi”,
“Grothendieck kurulumu” gibi cesitli isimleri olan
bu teknik aslinda ¢ok temel bir fikirden ibaret.

Yazimizin ikinci béliimiinde simetrik monoidal
kategorilerin Grothendieck gruplarindan bahsede-
cegiz. Iyi bilinen temel bir kurulumun kategorifi-
kasyonunu elde etmis olacagiz.

Dogal Sayilardan Tamsayilara.

“Tanr1 dogal sayilar:1 yaratti; geri kalan
her sey insan igidir.”

Leopold Kronecker’in (1823-1891) bu s6zii gok meg-
hurdur. Bazen “sayma sayilar’” adini1 da verdigimiz
dogal sayilar kiimesi N = {1,2,3,...} tiim aritmeti-
gin de temelidir. Toplama ve ¢garpma iglemleri dogal
sayilar kiimesinde dogal olarak tanimlanmiglardir.
Matematiksel olarak bu kiimeyi “Peano belitleri”
kullanarak iiretebiliriz.

Biz de yukarida bahsettigimiz teknigi dogal
sayilardan tamsayilar lireterek anlatmaya baglaya-
lim. Oncelikle abel grubu tanimini hatirlayalim.

Tanmim 1. A bir kiime ve + : Ax A - A
bir ikili iglem olsun. (A, +) ikilisi agagidaki
kosgullar1 saghyorsa bu ikiliye bir abel grubu
denir.

1. Her a,b,c € Aigin a+(b+c) = (a+b)+c
esitligi saglanir.

2. A iginde Oyle bir e elemani vardir ki
her a € A i¢in a+e =a = e+ a esitligi
saglanir.

3. Her a € A i¢in a + b = e egitligini sag-
layan bir b € A bulunur.

4. Her a,be A igin a + b = b+ a saglanir.

Bu tanim saglandiginda,

(x) + iglemine A’min toplama islemi deriz.

(*) e elemam biriciktir (kanitim 6dev olarak bira-
kiyoruz). Geleneksel olarak e yerine 0 yazariz
ve birim eleman olarak adlandiririz.

(*) Benzer sekilde her a igin yukaridaki dordiinci
kosulu saglayan biricik b vardir. Bu elemani
—a ile gosteririz ve a’nin ters: olarak adlan-
diririz.

Kogullar1 saglayan en temel 6rnek tamsayilar
kiimesi ve toplama iglemidir. Ancak amacimiz bu
kiimeyi kurmak oldugu i¢in bagka iki 6rnek verelim.

Ornek 1. A = {e} bir elemanh kiime olsun.
Toplama iglemini e + e = @ olarak tanimlarsak
A bir abelyen grup olur. Yukaridaki gelenegi
takip edersek A = {e} yazariz.

Ornek 2. A= {e, «} iki elemanl kiime olsun.
Toplama iglemini tanimlamak igin e+e, e+ % ve
* + » tamimlarimi yapmaliyiz. Sonugta abelyen
grup elde etmek istedigimiz icin elemanlar-
dan biri birim eleman olmali. e ile » arasinda
bir fark gézetmedigimizden, o’y1 birim eleman
olarak segelim, yani,

oet+teoe—=eo

olsun. Dolayisiyla e + x = x egitligi de saglan-
mig olur. Geriye sadece * + * iglemi kaldi. Ay
zamanda »’1n tersini de belirlemeliyiz. Dikkat
edilirse yukaridaki esitlik e'nin tersinin e ol-
dugunu da soyliiyor. Bu durumda +’in tersi e
olamaz, yani * olmali. Oyleyse % + x = o olur.
Ozetlersek A = {0, *} kiimesi * = —« esitliginin
saglandig1 abelyen grup olur.

Simdi grup kurma teknigimize dénelim. Ama-
cimiz grup kurmak oldugundan daha ilkel, ama

dolayisiyla daha dogal bir tanimla baglamamiz ge-
rekli.

33
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Tanmim 2. N kiimesi ve + : N x N — N ikili
iglemi verilsin. (IV,+) ikilisi Tanim 1’deki
(1) ve (2) kosullarimi saghyorsa bu ikiliye
tekce denir.

Bagka bir ifaleyle, tekce, tizerindeki iglemin bir-
lesme 6zelligini sagladigi ve birim elemani olan bir
yapidir. Bu yapida ters elemanlar olmak zorunda
degildir.

Ornek 3. Dogal sayilar kiimesi N =
{0,1,2,...} toplama iglemiyle birlikte tekgedir.

Ornek 4. Her abel grubu ayn1 zamanda bir
tekgedir.

Bu iki 6rnegimizde ortak olan bir 6zellik daha
var: Sadelegtirme 6zelligi. Daha acik bir ifadeyle,
bir tekge M’nin sadelestirme dzelligine sahip ol-
mast, her m,n,t e M igin,

m+t=n+t = m=n

Onermesinin saglanmasi demektir. Bu noktadan
sonra sadece sadelegtirme 6zelligi olan tekgelerle
ilgilenecegiz.

Yazinin geri kalanindaki tiim tekgeler degis-
meli olacak ve tiim tekcelerde sadelestirme
ozelligi saglanacak.

Grup kurmanin anlamli olmasi i¢in dogal sayi-
lar tekgesinden tam sayilar grubunu elde etmeyi
beklemek dogaldir. Ilk bakista bunun icin tek yap-
mamiz gerekenin negatif sayilari: eklemek oldugu
diigliniilebilir. Ancak amacimiz sadece kiimeyi de-
gil ayni zamanda toplama iglemini de genigletme!
Bu beklentiyi matematiksel olarak ifade edelim.

Tanim 3. (M,+) tekgesinin grup tamla-
mast bir abel grubu A ve tekce yapisim
koruyan ¢ : M — A fonksiyonundan olu-
san (A, ¢) ikilisidir. Bu ikili ayn1 zamanda
agagidaki evrensellik kogulunu saglar.

\ J

Tanimda yeni bir terim ve bir kavram kullandik.
Cebirsel yapilara agina olanlar yapi koruyan fonk-
siyonlara, ya da mofizmalara asinadir. Iki tekge
M ve N ve aralarinda bir fonksiyon f: M - N
verildiginde eger

f(my+me) = f(m1) + f(m2)
esitligi tim my,mo € M igin saglaniyorsa f’nin

tekce yaprsint korudugunu syleriz. Daha yaygin
kullanilan isim tek¢e morfizmasidir. Bu bilginin

o4

1s1ginda yukaridaki tanima tekrar bakarsak, M’nin
A iginde bir kopyasinin olmasini ve A’nin toplama
igleminin M nin bu kopyasina kisitlamasimin M nin
toplamasina esit olmasini bekliyoruz.

Yeni kavramimizsa evrensellik idi. Bir onceki
ciimlemizi diigiiniirseniz, verilen kogsulu saglayan
birden fazla abel grubu olabilir. Tiim olas1 érnekler
iginden 6zel bir se¢im yapmaliyiz.

Temel 6rnegimiz tamsayilar grubu olacak. Ama
ornegin rasyonel sayilar ya da gercel sayilar da
dogal sayilari igerir ve toplama iglemini de genis-
letir. Yani “en iyiyi segme” yontemimiz olmadan
tanimimiz kullanigsizdir. Evrensellige daha sonra
doénmek tizere varlik sorusuyla devam edelim.

Amacimiz bir tekge verildiginde Tanim 3’te 6n-
goriilen abel grubu kurmak. Bu kurulum igin de-
gisik yaklagimlar gelistirmek miimkiin olsa da bu
yazida denklem coziimleri yaklagimini takip edece-
giz. (M, +) bir tekge olsun. Toplama iglemine gore
ters elemanlar olmayabilecegi icin her a,b € M icin,

r+a=b

denkleminin (M kiimesi iginde) bir ¢éziimii olmaya-
bilir. Eger M’yi bir abel grubunun i¢inde gérmeyi
hedefliyorsak en azindan bu denklemlerin ¢6ziim-
lerini iceren bir kiime bulmaliyiz. Oyleyse béylesi
denklemlerin ¢oziimlerini iceren soyut bir kiime
kurmay1 deneyelim.

Ik olarak denklemler kiimesini ele alahm. Dik-
kat ederseniz her denklem a,b € M olmak {izere
bir (a,b) ikilisi tarafindan biricik belirlenir. Dola-
yisiyla ilgilendigimiz denklemler kiimesi aslinda,

M x M ={(a,b)|a,be M}

kiimesidir.

Peki ¢ozlimleri nasil belirleyecegiz? Her ne ka-
dar ikililer denklemleri biricik belirlemis olsa da
¢oziimleri biricik belirlemezler. Ornegin dogal sayi-
lar kiimesinde,

z+l=4vex+2=5

denklemlerinin ¢éziimleri aynidir. Dolayisiyla ¢o-
ziimler kiimesi M x M ile eglestirilemez.

Biz her olasi ¢oziimden bir kopya istiyoruz, aym
elemanin sonsuz kopyasi kullanigsiz olurdu. Oyleyse
ayni ¢ozlime sahip denklemleri goz ardi etmeliyiz.
Bir geyleri gbz ardi etmenin matematiksel yollarin-
dan birisi denklik bagintis1 tanimlamaktir.

Tanim 4. Denklemler kiimesi M x M {ize-
rinde = denkligi,

(x+a=b)=(zx+c=d) <> b+tc=a+d

kuraliyla tanimlanir.
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Tanim 4’te gizli olarak sadelesgtirme 6zelligini
kullandigimizi not edelim. Bu 6zelligin olmadigi du-
rumlarda denklik kogulu baz m € M i¢in b+c+m =
a + d +m olarak verilmelidir.

Diger taraftan verilen denklik altinda sadece ve
sadece ¢oziimleri ayni olan denklemlerin eglendigi
aciktir. Bu bagintinin bir denklik bagintisi oldu-
gunu gostermek kolaydir. Okuyucuya 6dev olarak
birakalim. Her (a,b) € M x M igin (a,b) elemanm
igeren denklik simifini [a,b] ile gosterelim, yani,

[a,b] = {(a’,b") |a+V =a" +b}

olsun. Denklik simiflarinin kiimesiniyse M ile g0s-
terelim ve yeni bir toplama islemi tanimlayalim:

F:5x8 > 8;[a,b]¥[c,d] =[a+c,b+d]

Bu iglemin diizgiin tanimh oldugu gosterilmelidir,
yani, eger [a’,b'] = [a,b] ve [¢/,d'] = [¢,d] ise bu
durumda [a’ +¢/,b" +d'] = [a + ¢, b+ d] olmali. Bu
kanit1 da okuyucuya aligtirma olarak birakalim.

Siradaki iddiamz (M, ¥)’nm bir abelyen grup
oldugudur. Ilk olarak, ¥'nin birlesme ve degisme
ozelliklerine sahip oldugu asikardir. Oyleyse sadece
birim eleman ve ters eleman bulmaliyiz.

iddia 1. ¥ igleminin birim elemamn [z, z]
sinifidir.

Gergekten de her [a,b] € M i¢in [a,b]#[z, z] =
[a+2,b+x] olur. Denklik tanimimiza gore (a,b) ~
(a + z,b+ x) olacaktir, dolaysiyla [a,b]+[x,z] =
[a,b] elde ederiz. Burada ayrica her x,y € S icin
[z,x] = [y, y] olacagimi da gozleyelim.

iddia 2. [a,b] € M’nin tersi [b,a]’dur. ]

Bu iddianin kaniti da kolay:
[a,b] ¥[b,a] =[a+b,a+D].

Boylece M’nin bir abelyen grup oldugunu gés-
termis olduk. Tamsayilar grubu i¢in denklem ¢6zme
ozelligini hatirlayalim. Bu 6zellik M’de olacak. As-
linda buradaki énemli nokta M nin bir grup olma-
sidir.

Simdi kurulumumuzun evrensellik 6zelligini tar-
tigabiliriz. Soyle ki M kiimesinden M kiimesine bir
fonksiyon tanimlayabiliriz: ¢t € M secip sabitleyelim
ve

¢: MM, aw[ta+t]

fonksiyonunu tanimlayalim. Her ne kadar bir se¢im
yaparak baglamig olsak da tanimimiz bu se¢imden
bagimsizdir; ¢linkli herhangi bir bagka t' € M igin
[t,a+t] =[t,a+t'] esitligi saglanir.

Bu fonksiyon birebirdir. Gergekten de a,be M
i¢in ¢(a) = ¢(b) olmas1 durumunda,

[t,a+t]=[t,b+t] < a+t+t' =b+t+t

elde ederiz ve M’de sadelestirme kurali gecerli ol-
dugundan son esitlik bize a = b verir. Birebir ¢
fonsiyonuyla M kiimesini M’nin bir alt kiimesi
gibi gorebiliriz. Dahasi ¢ fonksiyonu toplama igle-
mini korumaktadir: a,b e M verildiginde,

¢(a+b) = [t,a+b+t]
[t+t,a+b+t+1]
[t,a+t]F[t,0+1]
¢(a) +¢(b)

olur. Bir diger ifadeyle, M abelyen grubunun top-
lama iglemi M tekgesinin toplama iglemini geniglet-
mektedir. Heniiz evrensellik 6zelligine ulagamadik.
Bu amag i¢in yukaridaki her iki 6zelligi de saglayan
bagka bir abelyen grup - fonksiyon ikilisi ¢ : M — A
verilsin. Daha agik bir yazimla,

1. A bir abelyen grup,
2. 1 : M — A birebir fonksiyon olsun ve
3. her a,be M igin ¥(a+b) =(a) + ¥ (b) sag-

lansin.

Bu durumda,

Y=Dog
sartim saglayan biricik ® : M — A grup dénii-
siimii bulunur. Bu 6zelligi bir diyagram iizerinde
gosterelim:

M —2 M
N

Simdi M’nin evrenselligi ortaya ¢ikmug oldu: M
abelyen grubu, M tekcesinin toplama iglemini ge-
nigletir ve bu genisletme 6zelligini saglayan tiim
abelyen gruplara M’den biricik grup dontisiimii
vardir.

Yukaridaki tarifimizin evrensellik 6zelligini sag-
ladigimi gosterelim: (A, ) ikilisi verildiginde & :
M — A morfizmasmm bulmaliy1z. Tanimi daha an-
lagilir kilmak icin énce M kiimesini daha iyi tani-
yalim.

Tekce M’nin elemanlarini M icinde gorebile-
cegimizi sdylemigtik. Peki geriye kalan elemanlar
hangi formda olacak? a € M’yi [t,a +t] € M ile
eslemigtik. Bundan sonra @ = [t,a + t] yazalim
(daha sonra gosterimi sadelestirecegiz). Iddia 2’den
—a 1= [t +a,t] yazabiliriz. Béylece M iginde iki tiir
eleman belirlemis olduk:

o M:={a=[t,a+t]|aeS}
o —M:={-a=[a+tt]|lacS}

L

A
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Bu gosterimle birlikte her [a,b] € M elemanm,
[a,b] = [a+t,t]F[t,t+b] =a+(-b)

olarak yazabiliriz, yani M ’nin sifirdan farkl her ele-
manint M ve —M’nin elemanlarimin toplami olarak
yazabiliriz. Artik, (M disindaki) tildalar: kaldira-
rak gosterimimizi sadelestirebiliriz, yani a yerine
a, ¥ yerine de + yazalim. Ayrica a + (=b) yerine de
a — b yazalim. Her ne kadar karigiklik ¢ikabilir gibi
goriinse de bu hi¢bir zaman olmayacak!

Sonug 1. M abelyen grubunun her elemana
M ve —M kiimelerinden birer elemanin top-
lamu olarak yazilabilir.

Bu noktada yukaridaki evrensellik kanitimiza
dénebiliriz. Amacimiz ® : M — A grup doniisii-
miinii tanimlamakti: @ — b € M’nin goriintiisii,

®(a-b) =1(a)-1(b)

olsun. Bu tanimin yukarida verilen liggeni degismeli
yaptigi aciktir. Eger ® aym ozellige sahip bagka bir
grup morfizmasi olsaydi, iiggenin degismeli olmasi
dolayisiyla,

®'(a-b)

®'(a) - D' (b)
®'(¢(a)) - 2'(4(0))
P(a) —4(b)

esitlikleri dogru olurdu. Dolaysiyla &' = @ elde
ederiz, yani licgeni degismeli yapan biricik & mor-
fizmas1 vardir.

Evrensellik 6zelliginin hizli bir sonucu grup tam-
lamasinin, izomorfik kopyalar géz ard: edildiginde,
biricik oldugudur: Eger (M, ¢) ile aym evrensellik
ozelliklerini tagiyan bagka bir (G, \) ikilisi alirsak,
hem M’den G’ye hem de G’den M’ye giden ve ilgili
tiggenleri degigmeli yapan grup homomorfizmalar
buluruz. Bu homomorfizmalarin bilegkeleri birim
fonksiyon olmalidir! (Okuyucu édev olarak bu id-
diay1 kanitlamalidir. Homomorfizmalarin biricik
olmasinin kritik oldugunu hatirlatalim.)

Boylece sadelegtirme 6zelligine sahip her degisg-
meli tekgeyi igeren evrensel bir abel grubu kurmus
olduk.

Tanim 5. Sadelestirme 6zelligine sahip de-
gismeli M tekgesinin Grothendieck grubu
yukarida kurulumu verilen M abel grubu-
dur.

Temel O6rnegimiz M tekcesinin dogal sayilar
tekcesi N oldugu durumdur. Elde edecegimiz Grot-
hendieck grubun tamsayilar grubu Z olacag: da
kolaylikla gésterilebilir.

o6

Alstirma 1. Dogal sayilar tekgesi N’'nin
Grothendieck grubunun tamsayilar grubu Z
oldugunu kanatlayn.

Alhstirma 2. Pozitif tamsayilarin ¢ar-
pum tekgesi (Zso,-) in Grothendieck grubu-
nun pozitif rasyonel saylarin ¢arpim grubu
(Qs0,°) oldugunu kanitlaywn.

Sadelegtirme 6zelliginin 6nemini daha iyi kav-
ramak amaciyla yapay bir 6érnege goz atalim. Bu
amagla M = Z kiimesi iizerinde,

a *b=max{a,b}

iglemini tanimlayalim. (Z,*) ikilisinin degismeli
tekge oldugu agiktir.

Ik olarak sadelestirme 6zelliginin bulunmadi-
g1 gorelim. Bir ornek yeterli olacak:

1%5=5=2%5

egitlikleri saglanirken 1 # 2 oldugundan sadeles-
tirme yapamayiz.

Simdi Grothendieck grubu belirlemeye caliga-
lim. Bunun i¢in Z x Z kiimesi iizerindeki denkligi
tarif edelim. Tanimi uyguladigimizda,

(a,b) = (¢,d) < max{b,c} = max{a,d}
olmasin bekleriz. Tki gézlemimiz var:
(i) Her a,b€ Z igin (a,a) = (b,b) saglanir.
(i) Her (a,b) ikilisi icin
(a,b) = (max{a, b}, max{a,b})
olur.

Sonug olarak her (a, b) ikilisinin (0, 0) ikilisine denk
oldugunu buluruz, yani Grothendieck grubu sadece
bir elemanli {[0,0]} grubu olmalhdir. Sonsuz bir
tekgeyle baglamig olmamiza kargin sadece bir ele-
manl abel grubuyla bitirmis olduk!

Kategorilerin Grothendieck grubu

Grup tamlamas: fikrini kategoriler diizeyinde
yapmak miimkiindiir. Ilk olarak nesneler iizerinde
bir tekge yapisina ihtiyag oldugu aciktir. Bu yapiya
ulagmak icin ¢alisacagimiz kategorinin bazi 6zellik-
leri olmalidir. Bu béliimde Grothendieck kurulumu
yapabilecegimiz ornekler gorecegiz.

Simetrik Monoidal Kategoriler

Bu boliimde nesnelerinin egyapi simiflar: iize-
rinde tamimlanabilecek bir izlecle donatilmig kate-
gorilere goz atalim.
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Tanim 6. S kategorisi ve - : SxS — S izleci
verilsin. Agagidaki kogullar saglandiginda
S’ye simetrik monoidal kategori denir.

e Asagidaki kogulu saglayan bir z € S
nesnesi vardir: Her z € S i¢in,

112

e-r=r, T-e=x

dogal izomorfizmalar: vardir.
e Her z,y,z €S igin,
(i) z-yzy -z
(i) z-(y-2) 2 (z-y)-2

dogal izomorfizmalar: saglanir.

Simetrik monoidal kategoriler yaygindir.
Carpma iglemi i¢in en dogal aday direkt toplam-
lardir. Ornegin herhangi bir cisim F verildiginde,
F-vektor uzaylar: kategorisi direkt toplam altinda
simetrik monoidal olur. Benzer sekilde bir halka-
nin projektif modﬁllerinirﬂ kategorisi de simetrik
monoidaldir.

Daha genel olarak eger C kategorisinde sonlu
carpimlar varsa bu carpimla, eger sonlu es-
carpimlar varsa bu eg-garpimla kategoriye simetrik
monoidal yapisi eklenir.

Simdi S simetrik monoidal bir kategori olsun.
Bu kategorinin nesneleri kiime olmak zorunda de-
gil, ama egyap siniflarinin bir kiime olusturdugunu
varsayalim. Bu kiimeyi & ile gbsterelim, yani,

S = {[z][zeS}

olsun. Bu durumda - izleci & iizerinde bir iglem
verir. Bu iglem i¢in ayn gosterimi kullanalim:

([z],[y]) = [z -y]

Simdi yukaridaki esitlikleri egyap1 simiflar: igin tek-
rar yazalim. Nesneleri siniflarla, izomorfizmalar
esitlikle degistirecegiz.

16 x6 -G,

e Her [z] € & igin,

esitligini saglayan bir [e] € & bulunur.

e Her [z],[y],[#] € & igin,

esitlikleri saglanir.

Bu iglemin & kiimesini bir degismeli tekge yaptig:
aciktir.

Tanim 7. Simetrik monoidal kategori
(S,-)’min Grothendieck grubu (6,-) degis-
meli tekgesinin Grothendieck grubu olarak
tammlanir ve Ko(S) := Ko(S,-) ile gosteri-
lir.

Simetrik monoidal kategoriler Grothendieck ku-
rulumu i¢in en temel 6rnegi vermektedir. Aslinda
ilk bolimdeki dogal sayilar 6rnegimizi bu bag-
lamda yeniden kurabiliriz. Sonlu kiimeler katego-
risini SnlKm ile gosterilim. Bu kategorideki izo-
morfizmalar birebir ve orten fonksiyonlar olacaktir.
Dolayisiyla sonlu kiime X’in egyap1 sinifi X ile aymi
sayida eleman iceren tiim kiimeler olacaktir, yani

[X]={Y eSnlKm||X| =Y}

olur. Eger |X| =n ise [X] simfini n sayisiyla gos-
termemiz miimkiindiir. Dolayisiyla egyapi siniflari
kiimesini dogal sayilar kiimesi N ile eglemis oluruz.
Diger taraftan SnlKm’yi simetrik monoidal
yapmanin bir yolu ayrik birlegim iglemidir:

uU:SnlKm x SnlKm — SnlKm, (X,Y)~» XuY

tamiminin tirettigi izle¢ yukaridaki kogullar: sagla-
maktadir. (Odev!) Ayni zamanda tiim sonlu kiime-
ler X ve Y icin,

X uY]=[X]+]Y]

esitliginin saglandig1 da aciktir. Oyleyse U izlecinin
egyap1 smiflarinda tirettigi tekge islemi, esyapi si-
niflarin dogal sayilarla esledigimizde dogal sayilar
tizerideki toplama iglemiyle eglegir! Dolayisiyla,

Ko(SnlKm) =7

buluruz.

Benzer bir sonuca sonlu kiimeler yerine bir ci-
sim {izerindeki sonlu boyutlu vektor uzaylarinin
kategorisiyle de ulagabilirdik.

Alistirma 3. F bir cisim ve FVek sonlu
boyutlu F-vektor uzaylarinin kategorisi ol-

sun.
Ko(FVek) = 7

oldugunu gdsteriniz.

Siradaki 6rnegimiz i¢in G-kiimelerin kategori-
sini diistinecegiz. Bu 6rnek icin grup etkileri hak-
kinda temel bilgilerin bilindigini varsayacagiz. Bu
konular1 bilmeyen okurlarimiz siradaki boliime ge-
gebilir. Bir aligtirmayla baglayalim:

IBir modiiliin projektif olmasi, serbest bir modiiliin direkt garpani olmasma denktir.

o7
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Alsgtirma 4. G sonlu grup olmak tzere
sonlu G-kiimelerin kategorisi G-Kiime 'nin
ayrik birlesim altinda simetrik monoidal ol-
dugunu gosteriniz.

Simdi G-Kiime kategorisinin Grothendieck
grubunu belirleyelim. G-kiimelerin izomorfizma si-
niflarinin kiimesini M ile gosterelim. Ayrik birlegim
bu kiime iizerinde bir tekge yapisi verir:

Ui Mx MM, ([X]Y]) > [XuY]

Simdi X bir G-kiime olsun ve X /G ile X’in G-
yoriingelerinin temsilcilerini gsterelim. O zaman,

X= 1] Gz
zeX /G

esitligi dogrudur. Burada G-z = {g-x | g € G}
ile 2’in yOriingesini gosteriyoruz. Genel G-kiime
teorisinden, z € X ise G-z = G/G, izomorfizma-
simin varligini biliyoruz. Burada G, < G ile z’in
G’deki sabitleyicisini gosteriyoruz. Dolayisiyla, M
tekgesinde,

[X]= ) [G/G.]

zeX /G

esitligi saglanir. Yine genel teoriden, her H, H' < G
icin,

G/H=G/H < 3geG:H=gH'g"

saglanir. Yani iki yoriingenin eg-yapili olmasi igin
gerek ve yeter kogul bu yoriingedeki elemanlarin
sabitleyici altgruplarimin eglenik olmasidir. Sonug
olarak M’deki her bir elemanin G/H formundaki
elemanlarin toplami olarak yazilabilecegini gormiis
olduk. Oyleyse, eger G’nin altgruplarmim eslenik
smiflarimin sayisi k ise,

M = NF

izomorfizmasini elde etmis oluruz. Bu sonugla bir-
likte Grothendieck grubunu hesaplayabiliriz:

Ahsgtirma 5.
Ko(G-Kiime) = Z*

oldugunu gésteriniz.

Tanim 8. G-Kiime kategorisinin Grothen-
dieck grubu B(G) ile gosterilir ve G’nin
Burnside grubu olarak adlandirilir.

2Buradaki “tam” kelimesini “exact” anlaminda kullandik.

o8

Burnside grubunun elemanlarimi iki G-kiimenin
fark: gibi gorebiliriz, yani x € B(G) ise,

z=[X]-[Y]

olacak sekilde iki G-kiime X,Y bulabiliriz. Eger
Y bos kiime degilse, x gergek bir G-kiime degildir.
Bu tiir elemanlara sanal G-kiime denir.

Benzer bir hesabi G’nin temsillerinin kate-
gorisi CG-mod i¢in de yapabiliriz. 2023-3 sa-
yimizda sonlu grup temsillerini caligtik. Hatir-
lanirsa, G'nin her C-temsili yari-basitti. Yani
Irr(G) = {S1,S52,...,5;} basit CG-temsillerinin
izomorfizma smiflarinin temsilcileri olmak iizere
her C-temsili V’yi,

l
[V] = ;RZ[SZ], n; € N

yazabiliriz. Yukaridaki tanimlarimizi diigiintirsek,
CGE-mod’un simetrik monoidal oldugunu ve izo-
morfizma siiflarinin kiimesi A’nin direkt toplam
altinda bir tekce oldugunu sdylemis olduk. Dolay1-
siyla A = NVdir. Burada [ ile G’nin basit temsille-
rinin sayisin gosteriyoruz. Bu say1 G'nin elemanla-
rinin eglenik siiflariin sayisina egittir. Bir 6nceki
hesaplarimizda oldugu gibi,

Ko(CG-mod) = 7!

buluruz.

Tanim 9. CG-mod kategorisinin Grothen-
dieck grubu R(G) ile gosterilir ve G’nin
temsil grubu ya da karakter grubu olarak
adlandirilir.

Not 1. Daha genel olarak abel kategorilerinin ve
tam kategorilerirﬂ de Grothendieck gruplarini ta-
nimlamak miimkiindiir. Girig yazilarimizi tamam-
layan ilgili okurlarimiz bu kategorilerin tanimlarini
da rahatlikla 6grenebilir.

Not 2. Yukarida bahsettigimiz simetrik monoidal
kategoriler ve bagka ek kosullarla belirlenen katego-
riler 6zellikle temsil kurami ic¢in 6nemli araglardir.
Bu yazida bahsettigimiz Grothendieck gruplar: ka-
tegorilerin temsillerini ¢aligmak ic¢in bir yontem
sunar. Bu seviyede bir 6rnegi agiklamak teknik
bilgi gerektirse de bir sonraki yazimizda bdoyle bir
ornek verecegiz. Sabirli okurlarimiz kategorilerin
problemleri soyutlamada nasil kullanildigini biraz
da olsa hissedebilir!
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Bu yazimizda kategoriler teorisinin yeni bir dil

sunmanin 6tesine gegip etkin olarak kullanildig: bir
ornek gosterecegiz. Bu 6rnek her ne kadar temsiller
iizerinde olsa da goriilecegi gibi temsillerle sinirh
degildir. Ayrica temsiller teorisine tamamen farklh
yaklagimlar getiren bagka 6rnekler de bulunmakta-
dir.
A Bu yaziy1 tam olarak anlamak igin, dogal ola-
rak ¢cok miktarda ileri diizey teori bilmek gerekiyor.
Hikaye okur gibi okunmasi i¢in gayret gosterecegiz!
Bu alandaki standart bir referans Serge Bouc’un
Biset functors for finite groups (Springer Lecture
Notes in Mathematics 1990) kitabidur.

Temsiller hakkinda detayl bilgiler i¢in 2023-3
sayimizin kapak konusunu okuyabilirsiniz. Temel
tamimlar tekrarlamayacagiz.

G bir sonlu grup olsun. Temsiller teorisinin
amaci G'nin matematiksel nesneler tizerindeki etki-
leri araciligiyla grup hakkinda bilgiler elde etmek.
Bu arada ortaya ¢ikan ara problemleri ¢ozmek de
dogal hedefler arasinda, hatta bazen bu problem-
ler ana probleme de doniigebilir. G'nin etki ettigi
ilging nesneler arasinda kiimeler, vektor uzaylari,
abel gruplar: ve cesitli halkalar iizerindeki modiiller
sayilabilir.

Kategoriler teorisini dahil etmenin bir yolunu
gormiigtiik: G-kiimeler ya da genel olarak G-
temsilleri gruba atanmig bir nesneli & kategori-
sinden c¢ikan izleglerle eglenebiliyordu. Bu her ne
kadar anlayigimiz giiclendirse de direkt olarak iize-
rinde ¢aligabilecegimiz nesneler vermez.

Hatirlarsaniz,

G-Kiime ~ [&, Kiime]
denkligini kanitlamis ve benzer fikirlerle,
G-Tem =~ [&,CVek]

denkliginin kanitlanabilecegini sdylemistik. Burada
G-Tem ile G’'nin C-vektor uzaylarindaki temsille-
rinin kategorisini gosteriyoruz. Bunu bir adim daha
ileri gotiiriip,

G-Tem ~ [&,CVek] ~ CG-mod

denkligini de ekleyebiliriz. Bu gosterimde CG ile
G’nin C iizerindeki grup cebirini gésteriyoruz. Tim

bu denklikler grup 6zelinde verilmektedir. Gruplar
degigtirdigimizde elde edecegimiz kategoriler ara-
sindaki izlecleri heniiz gérmiiyoruz. Ornegin, H < G
ise G'nin etkisini H’ye kisitlayip G'nin temsillerin-
den H’nin temsillerine bir izleg elde edebiliriz.

Bu tiir iligkileri kullanip grup temsillerinin tekil
olarak verilmis gruplardan bagimsiz yapisini belir-
lemeyi deneyebiliriz. Bunun i¢in kategorileri kulla-
nacagiz. Oncelikle ne tiir iliskileri goz ¢niinde bu-
lundurmak istedigimize karar vermeliyiz. Ik 6rnek
H < G ile gosterdigimiz altgrup olma o6zelligiydi.
Bir diger kolay iligki boliim gruplarini diigiinmek
olabilir: N 4G ise G/N’ye G’nin bir boliim grubu
denir ve G - G/N, g~ gN dogal homomorfizmasi
bulunur. Bir diger ifadeyle, G’nin temsilleriyle alt-
gruplarinin ve boliim gruplarinin temsillerini ilig-
kilendirebiliriz. Aslinda bu iligkileri diisiinmek bii-
tiin gruplar arasindaki iligkileri diistinmeye denktir;
¢linkii her homomorfizmay: icerme ve boliim homo-
morfizmalarimin bilegkesi olarak yazabiliriz. S6yle
ki ¢ : G - K bir grup homomorfizmasi olsun. Asa-
gidaki bilegkeyi yazabiliriz:

G ¢ s K

™~ 7

G/Cek ¢ —— Gor ¢

Bir diger gozlemimiz, bu homomorfizmalarin
iirettigi izleglerle ilgili. Hatirlarsaniz izlecler ya-
zimizda modiil kategorileri arasinda bimodiille-
rin iirettigi izleglerden bahsetmistik. H < G ve
G — G/N morfizmalarim kullanip bimodiiller {ire-
tebiliriz. Hem notasyonu hem de sunumu kolaylag-
tirmak icin sadece altgruplar diisiinelim. Oncelikle
CG ile baz1 G kiimesi olan C-vektor uzayini gos-
terelim. Simdi CG iizerindeki soldan ve sagdan
H ve G ile garpma etkilerini ele alirsak bu vektor
uzaymi hem (CG, CH )-bimodiil hem de (CH, CG)-
bimodiil olarak gorebiliriz. Dahasi bu bimodiillerle
tensOr carpiminin iirettigi izlegleri diigiinebiliriz:

CG ®cy —: CH-mod s CG-mod : CG ®cq -

Sagdan sola giden izleg¢ tam olarak G-etkisini kisit-
lama izlecine kargilik gelirken digeri H-modiillerden
G-modiiller {ireten bir izlegtir (daha 6nce cebirsel
tiimevarim adini vermigtik).
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Oyleyse bu izlecleri kullanirsak tiim gruplarin
temsillerini ve bu temsiller arasinda bu iki morfiz-
may1 igeren devasa bir yapi kurabiliriz. Ama tim
bu yapiyr okumasi zor oldugu gibi, ¢caligmasi da
zordur. Daha kolay bir tarif vermek {izere biitiin
yapiy1 tek bir izle¢ olarak gérmek isteriz. Bunun
i¢in bir kategori kurmaliyiz!

Kategorimizin nesnelerinin tiim sonlu gruplar
siifi olacagi aglkﬂ Kurmaya baglayalim:

- Kategorimizi ¥ ile gosterelim.
- Nesneler siifi tiim sonlu gruplar olsun.

Peki morfizmalar neler olmah? Ideal olarak tem-
silleri diigiindiigiimiizde yukarida bahsettigimiz bi-
modiillere déniisecek morfizmalar se¢meliyiz. Bu
bimodiillerin bir ortak 6zelligi hepsinin grup et-
kisi altinda degismez bazlar1 olmasidir. Oyleyse
morfizmalar: bu tiir bazlar olarak segebiliriz.

Halkalarim iki taraftan etkisine izin verdigimiz
gibi gruplarin da iki yonden etkisine izin verebili-
riz: G ve H sonlu gruplar ve X sonlu kiime olsun.
Eger X iizerinde soldan G-etkisi ve bu etkiyle de-
gismeli sagdan H-etkisi varsa X’e (G, H)-bikiime
diyelim. Ornegin H < G ise soldan ve sagdan car-
pumlar G kiimesini hem (G, H)-bikiime hem de
(H,G)-bikiime yapar. Tim (G, H)-bikiimelerin
grubu B(G, H)’yi diigiinebiliriz, bu kurulum teknik
oldugundan burada yer vermeyecegiz. Okuyucu bu
grubu tiim olas1 bikiimeleri igeren bir yap1 olarak
dii§ﬁnmeliE| Bu gosterimle,

- G, H arasindaki morfizmalar,
Mor(G,H) = B(H,G)
grubu olsun.

Kategorinin tamamlanmasi i¢in bilegkeye ihtiyaci-
miz var. Bu bileskenin tanimini, hikdyemize katkisi
olmayacagindan, burada vermeyecegiz, ama sunu
belirtelim: Bikiimeleri, bimodiillerin 6zii olarak dii-
stindiik. Bilegke de aym sekilde tensor ¢arpiminin
ilkel bir versiyonu olarak tanimlanir. O zaman ka-
tegorimiz %’yi tamimladigimiz1 sGyleyebiliriz.

Simdi bu kategoriyle yukarida bahsettigimiz
devasa yapiy1 anlamlandiracagiz. Ik olarak tiim
temsilleri diigiinmek yerine CG-modiillerin Grot-
hendieck grubu R(G)’yi alalim. Simdi,

R:¢ — Ab

izlecini grup G’yi R(G)’ye gotiiren izleg olarak
tammlayalim. Bir (G, H)-bikiime X verildiginde,
yani Morg (H, G) verildiginde, CX vektor uzayim
bir (CG, CH )-bimodiil yapip CX ®c g — izlecini ve

R(X) : R(H) - R(G)

grup homomorfizmasin elde ederiz. Bir araya getir-
digimizde R izlecini olugturduk. Dikkat ederseniz
bu izleg tiim sonlu gruplarmn tiim temsillerinin bil-
gisini icerdigi gibi bikiimelerden gelen iligkileri de
tarif ediyor.

Yukarida yaptigimiz hala yeniden adlandirma!
Zaten bildigimiz bir yapiy1 yeni bir yolla tarif et-
tik. Bir yenilik surada: Sadece R izlecini degil de
tiim € — Ab izleglerini diiglinebiliriz. Bu izlecler
temsillerin sahip oldugu bazi 6zelliklere sahip ola-
caktir, ornegin F': € — Ab izleci her sonlu gruba
bir abel grubu atar. Ayrica her bikiime bu grup-
lar arasinda homomorfizmalar verir. Bu noktada
sorabilecegimiz birkag bariz soru var:

- Bagka hangi yapilar bu tiir izlegler verir?

- Soyut olarak kurabilecegimiz izleglerden
gruplar hakkinda ne tiir bilgiler elde ede-
biliriz?

- Bu izleclerin yapilar: nasil bulunur? Modiil-
lerde oldugu gibi bu izlegleri basit izleglere
pargalayabilir miyiz?

- Benzer 6zellikteki izlecleri inceleyip temsiller
hakkindaki sorulara cevap verebilir miyiz?

Goriildiigli gibi temsilleri bir izleg olarak gérmekle
yepyeni bir teorinin kapilarim araladik. [¢, Ab] iz-
le¢ kategorisi gruplara atayabilecegimiz tiim temsil-
benzeri yapilar1 bir arada inceleme firsat1 sunuyor!

Burada bahsettigimiz teori “Bikiime izlegleri”
(Ing. “Biset functors”) adiyla bilinir. Farkl: iligkileri
gbz ontine alan ilk teori “Mackey functors” adiyla
1960’1arda geligtirilmisti. Sonlu grup temsillerinde
bulunan hemen hemen tiim yapilar Mackey functor
ornegi iiretirler. Bu teorinin bir genellemesi olan
bikiime izlecleriyse 1990’lardan itibaren gelismeye
baglamigtir.

Kategoriler teorisinin verdigi 6zgiirliikleri kul-
lanmaya devam edersek, aslinda ¢ kategorisinin
sonlu gruplarla iligkilendirilmis 6zel bir kategori
oldugunu ve bu kategoriyi morfizmalarini degisti-
rerek geligtirebilecegimizi sGyleyebiliriz. Tabii bu
degisimi anlamli bir sekilde yapmaliy1z. Bu yonde
kurulumlar mevcuttur, ancak bu diizeydeki soyut-
lamanin anlatmaya caligtigimiz hikédyenin bile si-
nirlarm astigimi rahathkla soyleyebilirim. Ornegin,
gruplarin temsillerini ¢aligmak yerine, bu diizeye
ulagtigimizda gruplarin temsillerinin temsillerinden
s6z etmek ve bunlar1 caligmak zor degil!

IKategorinin iskeletini de diigiinebilecegimiz icin tammda gruplarin es-yap: sif temsilcilerinin simifim da alabiliriz.
2Bikiimeler kategorisi simetrik monoidaldir ve bahsettigimiz grup bu kategorinin Grothendieck grubudur.
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A

Axiom of Choice: Segme aksi-
yomu

B

Bijection: Birebir ve 6rten

C

Category: Kategori

Cocone: Kiilah

Cocomplete: Egtam
Codomain: Hedef nesne
Coequalizer: Denklestirici
Colimit: Eg-limit
Commutative diagram: De-
gismeli diyagram

Complete: Tam

Cone: Koni

Contravariant functor: Aksi
izleg

Coproduct: Egcarpim

D

Diagram: Diyagram

Disjoint union: Ayrik birlesim
Domain: Tanim nesnesi
Double dual space: Ikinci eg-
uzay

Duality: Ikililik

Dual space: Eg-uzay

&

Embedding: Gémme

Empty function: Bos fonksi-
yon

Epic/Epi: Epi
Epimorphism: Epimorfizma
Equalizer: Esitleyici
Equivalence of categories:
Kategori denkligi

Essentially surjective: Oziin-
de orten

Kategoriler Teorisi

Sozlik

Olcay Cogkun / olcaycoskun@gmail.com

Ingilizce - Tiirkce

F

Faithful: Sadik

Forgetful functor: Unutkan iz-
leg

Fork: Catal

Full subcategory: Tam alt ka-
tegori

Full functor: Dolu izleg
Functor: zlec

g

Groupoid: Grubumsu
H

Homomorphism: Homomorfiz-
ma

Horizontal composition: Ya-
tay bilegke

T

Identity function: Birim fonk-
siyonu

Identity morphism: Kimlik
morfizmasi

Image: Goriintii

Initial object: Bag nesne
Isomorphism: Izomorfizma
Isomorphic: Eg-yapili

L

Locally small category: Yerel
kiigiik kategori

M

Monoid: Tekce
Monomorphism: Monomorfiz-
ma

Morphism: Morfizma

N
Natural transformation: Do-
gal dontisiim
Natural isomorphism: Dogal

izomorfizma
Null/zero object: Sifir nesne

o

Opposite category: Karsit ka-
tegori

P

Push-out: Ileri itim, fiberli top-
lam

R

Representable functor: Tem-
sil edilebilir izleg

S
Skeleton: Iskelet
Small category: Kiiciik kate-
gori

Source: Kaynak
Subcategory: Alt kategori

T

Terminal object: Son nesne

u

Universal: Evrensel
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A

Aksi izleg: Contravariant func-
tor

Alt kategori: Subcategory
Ayrik birlesim: Disjoint union

B

Bas nesne: Initial object
Birebir ve 6rten: Bijection
Birim fonksiyon: Identity func-
tion

Bos fonksiyon: Empty func-
tion

Catal: Fork

D

Degismeli diyagram: Commu-
tative diagram

Denklestirici: Coequalizer
Diyagram: Diagram

Dogal doniisiim: Natural
transformation

Dogal izomorfizma: Natural
isomorphism

Dolu izleg: Full functor

&

Epi: Epic/Epi
Epimorfizma: Epimorphism
Es-limit: Colimit

Es-uzay: Dual space
Es-yapili: Isomorphic
Escgarpim: Coproduct
Esitleyici: Equalizer
Estam: Cocomplete
Evrensel: Universal
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Tiirkge - Ingilizce

g

Gomme: Embedding
Goriintii: Image
Grubumsu: Groupoid

H

Hedef nesne: Codomain
Homomorfizma: Homomorp-
hism

I
Ikililik: Duality
lleri itim: Push-out
Ikinci es-uzay: Double dual
space
Iskelet: Skeleton

izleg: Functor
Izomorfizma: Isomorphism

K
Karsit kategori: Opposite ca-
tegory
Kategori denkligi: Equiva-

lence of categories

Kategori: Category

Kaynak: Source

Kimlik morfizmasi: Identity
morphism

Koni: Cone

Kiigiik kategori: Small cate-
gory

Kiilah: Cocone

M
Monomorfizma: Monomorp-
hism
Morfizma: Morphism

5

Oziinde 6rten: Essentially sur-
jective

S

Sadik: Faithful

Se¢me aksiyomu: Axiom of
Choice

Sifir nesne: Null/zero object
Son nesne: Terminal object

T

Tam alt kategori: Full subca-
tegory

Tam: Complete

Tanim nesnesi: Domain
Tekge: Monoid

Temsil edilebilir izleg: Repre-
sentable functor

u

Unutkan izleg: Forgetful func-
tor

y

Yatay bilegke: Horizontal com-
position

Yerel kiigiik kategori: Locally
small category



Dizin
abel grubu,

Burnside grubu, [58]

Grothendieck grubu,
grup tamlamasi, [54]

karakter grubu,
kategori

estam, [51]

simetrik monoidal, [57]
tam, [57]
tekge, [54]

Yoneda gémmesi, [49]
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Matematik Dinyasynin geng okurlar1 Ali Kara-
tay ismini duymamig olabilirler. Ali Karatay bu-
gilin 83 yaginda, tilkemizin en seckin matematiksel
mantik¢ilarindan biri. Carpici bir hayat hikayesi
var. Bu hikdyenin bir kismum Ali Basak Karatay:
Matematik-Felsefe Kavsaginda Bir Mantik¢, bag-
likli yazimizda bulabilirsiniz (bkz. Eden, Giizel-
dere ve Irzik 2024)E| Burada su kadarini séyleyelim
ki Ali Karatay lisans diizeyinde ne felsefe ne de
mantik okumus, zira Istanbul Universitesi Hukuk
Fakiiltesi mezunu. Mezuniyetinden kisa bir siire
sonra iilkemizin efsanevi mantik¢g ve felsefecilerin-
den Teo Griinberg ve felsefeci Hiiseyin Batuhan
ile tamigip mantiga yonelmis. Yonelis o yonelig!
O yol onu 6nce ABD Pittsburgh Universitesi fel-
sefe ve matematik boliimlerine, oradan Berkeley
Universitesi’ne 20. yiizyilin en biiyiik mantik¢ilarm-
dan Alfred Tarski'nin aragtirma grubuna katilmaya
gotiirmiis. Akabinde ODTU ve Bogazici Univer-
sitesi Matematik ve Felsefe boliimlerinde hocalik
yapmig, yillar sonra yine ABD’ye, ama bu sefer
Syracuse Universitesi Felsefe Boliimii’ne gitmis ve
orada 1999 yilinda 58 yagsindayken Sayma Streci
ve Kategori Kurama: Dogal Sayilarin Psikogenesisi
baglikli doktora tezini yazmig. Tekrar Tiirkiye’ye
déniip Bogazici Universitesi Felsefe Béliimiine 6g-
retim iiyesi olmug ve oradan emekli olmusg.

Bu kisa girigten de anlagilabilecegi gibi, Kara-
tay’in doktora tezi tam bir olgunluk eseri. Once
Ogrenci sonra da {iniversite hocasi olarak mantik,
matematik ve felsefe alaninda edindigi birikimin,
matematigin temellerine dair son derece 6zgiin, yet-
kin ve berrak bir yansimasi. I¢inde irili ufakli bir
¢ok cevher igeren bu tezin tamamini bdyle bir ya-
zida Ozetlemeye imkanimiz olmadigindan matema-
tik okurlar1 i¢in en can alici boéliimiinii tanitmakla
yetinecegiz.

Karatay’'in tezini motive eden temel fikir su:
Baglangicta sayma vardi, sonra matematigin dog-
rularma vardik! Oyleyse, hepimizin daha kiiciik
yasta dogrudan deneyimledigi sonlu sayma siireci-
nin, Peano aksiyomlarinin bir sonucu olarak ortaya

¢ikan aritmetik dogrularla, basit say1 kuramiyla bir
ilgisi olmalidir; hatta ilki digerinin sebebi olmalidir
(Karatay 1999, s. 6). Iste Karatay tezinde bunun
nasil miimkiin oldugunu goéstermis ve boylece ma-
tematik bilgisine nasil ulagtigimiza dair carpici ve
ufuk agic1 bir goriis ileri siirmiigtiir. Karatay’in ne
yapmak istedigini bir gerceveye oturtabilmek igin
konunun tarihsel arka planina kisaca gbz atma-
mizda yarar var.

Matematigin Temelleri Uzerine Calis-
malar: Lojisizm ve Kiimeler Kurami

Bagta sayilar olmak iizere matematigin nesne-
lerinin ne tiir geyler oldugu (felsefi terminolojiyle
soylersek ontolojik mahiyeti), matematik bilgisi-
nin nasil olup da zorunlu ve kesin dogrulardan
olugtugu (dolaysiyla saglamhg1), bu dogrulara na-
sil ulagtigimiz (yine felsefi terminolojiyle séylersek
epistemik mahiyeti) iizerine goriigler, kisaca ma-
tematik felsefesi Platon’a kadar geriye giden uzun
bir tarihe sahiptir. Matematigin temellerine yo-
nelik caligmalarsa esas olarak 19. yiizyilda baglar.
Ornegin, tiirev 17. yiizyilda Newton ve Leibniz
tarafindan bulunmustur, ama bildigimiz limit kav-
ramiyla saglam bir bicimde tanimlanmasi ancak 19.
yiizyilda miimkiin olmusgtur. Analizin aritmetizas-
yonu, aritmetigin aksiyomatize edilmesi (Peano),
dogal sayilardan yola c¢ikarak reel sayilarin inga
edilmesi (Dedekind) hep bu ylizyilda gerceklesmis-
tir. Keza modern, yani sembolik mantik yine bu
yiizyilda Frege tarafindan olugturulmustur.

Frege’nin matematik hakkindaki goriigleri bu
baglamda 6zel bir éneme sahip. Zira Frege bir yan-
dan matematigin mantiga indirgenebilecegini iddia
eder (lojisizm), diger yandan mantik yasalarinin in-
san zihninin galigma yasalariyla bir ilgisi olmadigin
ileri siirer (anti-psikolojizm). Frege’ye gore man-
t1gin aksiyomlar1 apacgiktir, mantik bilgisi de de-
neyimden bagimsiz (a priori), zorunlu ve kesindir.
Matematik mantiga indirgendiginde matematik bil-
gisi de Oyle olacaktir. Bir bakima matematigin tiim

1Karatay’in hayat hikayesinin tamami hakkinda kapsaml bir belgesel hazirlanmasi igin de ¢aligiyoruz ve umuyoruz ki,

yil ortalarinda tamamlanmig olacak.
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teoremleri (belki de tiim dogrulari) mantik teorem-
leridir (mantik dogrularidir). Ispatlar1 da deneyime
degil sadece akla baghdir. Boylece, Frege ne mate-
matigin ne de mantigin psikolojik olgu ve siireclerle
aciklanamayacagini, yani anti-psikolojizmi savunur.
Karatay ise matematik bilgisini sayma siireciyle
iligkilendirdiginden, Frege’den ve daha genel olarak
da her tiirlii anti-psikolojist yaklagimdan ayrilir.

Frege'nin matematigi mantiga indirgeme pro-
jesi Bertrand Russell’'in Frege sisteminde buldugu
bir paradoksla ¢oker. Russell ve meslektagi Alfred
Whitehead matematigi mantiga indirgeme proje-
sini kurtarmak i¢cin kapsaml bir ¢abaya girisirler.
Bu ¢aba tip-kurami olarak bilinir ve tipki Frege’de
oldugu gibi psikolojik siirecleri tamamen diglar.
Ama sunduklar ¢éziim sonsuzluk aksiyomuna da-
yandig1 i¢in mantigin digina ¢ikmig olur.

20. yiizyilda kiimeler kuramindaki gelismeler
matematigin temellendirilmesi ¢abalarinin yoniini
degistirir. Cantor ve Hilbert’in liderliginde mate-
matigin temellendirilmesinin ancak kiimeler kura-
miyla miimkiin olabilecegi fikri kimi mantik¢i, ama
ozellikle de matematik felsefecileri arasinda yaygin
hale gelir. O kadar ki giinlimiiziin baz1 standart
ders kitaplarinda su ifadelere rastlariz: "Kiimeler
kurami matematigin temelidir. Biitiin matematik-
sel kavramlar primitif kiime ve tiyelik nosyonlariyla
tanimlanir. Aksiyomatik kiimeler kuraminda bu
primitif nosyonlar hakkindaki aksiyomlar1 formiile
ederiz. Bu aksiyomlardan bilinen tiim matematik
tiiretilebilir" (Kithnen 1980, p. xi).

Ali Karatay agisindansa bu tiir bir yaklagimin
teknik acgidan getirisi ne olursa olsun ¢ ciddi
sonucu vardir. Birincisi, tipki lojisizmde oldugu
gibi, sayma siireci matematigin digina itilir, anti-
psikolojizm burada da kendini gosterir. Tkincisi,
matematiksel bilgiye nasil ulagtigimiz sorusu yanit-
siz kalir. Ugiinciisii, matematigin temellerine iliskin
calismalar matematik pratiginden kopmaya baglar.
Karatay sayma siirecini 6ne ¢gikararak matematigin,
daha spesifik olarak sGylersek sayilar kuraminin psi-
kogenetik bir ingasinin miimkiin oldugunu savunur.
Boylece matematigin hem bilgisine nasil ulagtigi-
miz sorusu yanitlanabilecek hem de temellerine
iligkin mantiksal ve felsefi ¢alismalar matematik
pratigiyle uyumlu hale gelecektir. Karatay’a gore
bunun i¢in en uygun kuram kategori kuramidir.

Kategori Kurami

Bir yandan giinlimiiziin matematiksel mantik-
¢ilart kiimeler kuraminin incelikleriyle ugrasgirken,
diger yandan gittikge artan ve cesitlenen matema-
tiksel yap1 ornekleri matematiksel yapilarla daha
otonom bir bicimde ugragmaya o6nayak olur. 1945
yilinda Samuel Eilenberg ve Saunders Mac Lane
kategori kuramini bu yapilar1 inceleyebilmek i¢in

bir arag olarak Onerir (Eilenberg-Mac Lane 1945).
(Bkz. Gorsel 1.) O tarihten itibaren de kategori
kurami matematigi temellendirme ¢aligmalarinda
kiimeler kuramiyla rekabet etmeye baglar.
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Gorsel 1: Saunders Mac Lane ve Samuel Eilenberg
1992 yilinda toplanan bir kategori teorisi konferan-
sinda yan yana.

En genis ifadesiyle kategori kurami, yapilarin
ve yap1 sistemlerinin genel matematiksel kuramidir.
Bu yapilarin evrensel 6zellikleri ile farkli yapila-
rin birbiriyle iligkilerini ortaya koyar. Dolayisiyla,
kategori kurami bir yandan 1960’11 yillarda ma-
tematik felsefesinde etkin olmaya baglayan yapi-
salcilik akimi (structuralism) ile etkilegim iginde
biiyiir, diger yandan kiimeler kuraminin ayricalikli
pozisyonunu sarsar. Qok basit bir 6érnek vermek
gerekirse, vektor uzaylar: bir kategori tegkil eder,
ondan bahsedebilmek i¢in hem grup hem de ci-
sim kategorilerini, yani bu kavramlarin tanimlarini
bilmemiz gerekir. Lineer cebir derslerinde vektor
uzaylariin aksiyomlar: verilir, ama kiimeler teorisi-
nin aksiyomlarindan pek bahsedilmez. Karatay da
sayilar teorisi konusunda galisan matematikgilerin
gerek kiimeler kurami gerekse de Peano aksiyom-
larina nadiren bagvurduklarini, bunun da dogal
sayilar1 kiimeler kuramiyla temellendirme ¢abala-
rinin giiniimiiz matematik pratiginden uzak kal-
mas1 anlamina geldigini belirtir. Yine de kategori
teorisinin matematigin temellendirilmesinde kii-
meler teorisinin yerini doldurup dolduramayacagi
devam eden bir aragtirma konusudur (Hellmann
2003; Reck-Schiemer 2023).

Alexander Grothiendick’in (1928-2014) kategori
kuramindan yola ¢ikarak olugturdugu topos kuram
sayilar teorisinde Andre Weil’in sordugu baz1 (acik)
problemlerin ¢oziimiinde kritik rol oynar. Kategori
kuraminin soyut bir teori oldugu ve matematige
ciddi uygulamalarinmin olmadig1 6nyargisi da bu ge-
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kilde yikilmig olur. Giinlimiizde kategori kuramin-

dan bilgisayar bilimcileri kadar teorik fizikgilerin

de yararlandigini belirtelim (Baez-Stay 2009).
Simdi Karatay’in doktora tezine gegebiliriz.

Karatay’in Doktora Tezinin Ozeti

Karatay’in doktora tezi bes boliimden olusur
(Gorsel 2). Birinci boliim tezi motive eden goriisii
icerir ki buna yukarida deginmistik. Karatay aym
boliimde sayma siirecinin Oklid’den Brouwer’a ma-
tematik pratiginde nasil bir yer tuttugunu betimle-
dikten sonra Frege’nin anti-psikolojizminin 20. yiiz-
yil matematik felsefesini nasil etkiledigini, sayma
slirecinin énemini nasil unutturdugunu anlatir. Ka-
ratay 2. bolimde kategori kuraminin temel kav-
ram ve ilkelerini sunar, kategori kurami vasitasiyla
sayma siirecini modeller, bu modelden Peano aksi-
yomlarimi tiiretir ve modelinin tekligini de gosterir.
Ustelik tiim bunlar1 dogal say1 nesnesi kullanma-
dan yapar. 3. boliimde sonsuz sayma prensibiyle
dogal sayilar iligkilendirir. Bu béliimde ayrica son-
luluk ve sonsuzluk kavramlariyla bir hesaplagmaya
girigir. Ozellikle biiyiik sayili sonlu adimli ve son-
suz adiml bilgisayar programlarinin pratikte neden
farkli olmadig1 vurgular. Ayrica ¢ocuklarin sayilar:
nasil 6grendikleriyle ilgili psikolojik tezler sunar.
Tezin baglhigindaki “psikogenesis” ifadesi anlamini
bu béliimde bulur.
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Gorsel 2: Sayma Siireci ve Kategori Kurami: Dogal
Sayilarin Psikogenesisi tezinin i¢indekiler boliimii.

Sonsuz sayma ilkesi (siireci) Karatay’in tezinin
temeli oldugu icin bu kavramin psikogenetik aci-
dan temellendirilmesi olasi elegtirilere cevap verme
olanag1 yaratir. Karatay sonsuzluk kavrami igeren
bir kuramin ¢eligkisiz olamayacaginin farkindadir

ve yaklagimini savunurken Beneceraf'in iki kisi-
tin1 kendine giar edinirﬂ Tezin 4. béliimiindeyse
Frege’yle ve Wittgenstein’in ge¢ dénem goriigleriyle
hesaplasir, onlarin goriiglerinden ¢ikarsanabilecek
elegtirilerilere yanit verir. Tez bir sonug¢ ve deger-
lendirme boliimiiyle biter.

Bu yaz1 baglaminda Karatay’in tezinin en can
alici kismi 2. ve 3. béliimlerdir. Biz de esas ola-
rak bunlarin tizerinde duracagiz. Fakat daha 6nce,
Peano aksiyom sisteminin tabi oldugu bazi netice-
lere ve “teklik problemi” iizerinde kisaca durmakta
yarar goriiyoruz.
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Gorsel 3: Sayma Siireci ve Kategori Kurami: Dogal
Sayilarin Psikogenesisi tezinin igindekiler boliimii.

Standart Olmayan Modeller ve Teklik
Sorunu

Peano aksiyom sistemi Yukar: Lowenheim-
Skolem teoremi adiyla anilan neticenin kapsami ala-
nindadir. Bu teoreme gore belirli kogullar altinda
bazi aksiyom sistemlerinin sonsuz kardinalitede
bir modeli varsa, o kardinaliteden daha biiyiik her
kardinalite i¢cin de bir modeli vardir. Yani baz1 ak-
siyom sistemleri onu gercekleyen modelin tekligini
garantilemiyor. Matematikgiler bir sistemin/yapi-
nin tiim modellerinin birbirine egyapili (izomorfik)
olma durumuna “kategorik sistem” diyorlar. Bu
aksiyom sistemini saglayan, ama hedef modelden
farkli modeller de var; bunlara “standart olmayan
modeller” deniyor. Peano aksiyomlar: da standart
olmayan modellere sahip aksiyom sistemlerinden
biridir. Bagka bir deyigle, Peano aksiyom sistemi
kategorik degildir. Bu karmagik goriinen durum-
dan cikan sasirtict ve rahatsiz edici neticeler de
var. Standart olmayan modelde dogru olan bir ne-
tice standart modelde dogru olmayabilir. Somut

2Benecaref’in iki kisit1 géyle: (1) Matematiksel 6nermelerin semantigi dilin genel semantigiyle uyumlu olmahdir. (2)
Matematiksel dogrularin bilgisine nasil ulagtigimiz agiklama bigimi genel bilgi kuramiyla uyusmalidir.
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bir 6rnek vermek gerekirse, dogal sayilarin kiime-
ler yoluyla iki tiirlii modellenmesine bakalim. 1k
modelde 0 bos kiime, @, 1 = {@} olarak tammlanir
ve bu iglem kivrik parantezlerin sayisini gogaltarak
devam eder. Ikinci modeldeyse yine bos kiimeyle
baglanmip 2 = {0,1} = {@,{@}}, 3 ={0,1,2} olarak
almir. Tkinci modelde n + 1 sayisindan kiiciik her
say1 n + 1 saymin elemanidir, ama birinci modelde
bu dogru degildir.

Dogal sayilar1 kiimeler kuramiyla inga etmeyen
Karatay sayma islemini, yani n’den n + 1’e gecisi,
modeline 6nciil kavram olarak alir ve bu iglemi
kategori kuramindaki bir morfizma (ok) ile belirtir.
Bu morfizmanin iizerinde tanimlandigi bir nesne
(mesela bir kiime) olmasi gerekmez, bu da bizi Ka-
ratay’in sadece eylemlerden olugan modeline dogru
gotiiriir.

Gorsel 4: William F. Lawvere (1937-2023)

Karatay’in Nesnesiz Kategori Kurami
ve Dogal Sayilar icin bir Model

Dogal sayilar1 kategori teorisi yardimiyla temel-
lendiren ilk kisi Eilenberg’in doktora 6grencisi olan
Amerikali matematik¢i ve mantik¢it William Fran-
cis Lawvere’dir (Gorsel 4). Lawvere “dogal say1
nesnesi” (NNO, natural number object) kavramini
ortaya atar ve bu say1 nesnelerinin Peano aksiyom-
larim sagladigini gosterir (Lawvere, 1964). Karatay
tezinde bu yaklagimdan yararlanir ve sundugu ba-
sitlegtirilmis modelin Lawvere’in kurmus oldugu
teorik cerceveye paralel bir bigimde geligtirilebile-
cegini gosterir. Modelin tekligini garanti edebilmek
i¢in kategori teorisi i¢inde ¢ok minimal bir dille ige
baglayan Karatay, daha sonra bu minimal modelde
aritmetik operasyonlar1 tanimlayabilmek ve gerekli
neticeleri elde etmek i¢in kartezyen ¢arpim altinda
kapali kategorileri kullanir. Olugturdugu modelin
hem Peano aksiyom sistemini sagladigini hem de
tekligini ispatlar.

Bu sayida Olcay Coskun’un yazilarinda ayrin-
tili bigimde anlattig gibi, kategori kurami en ge-

nig anlamda nesneler ve onlar arasindaki oklarla
(morfizmalarla) ilgilenir. Bu nesneler kiime olmak
zorunda olmadig1 gibi, morfizmalarim da fonksiyon
tanimina uymalar1 gerekmez. Eilenberg ve Mac
Lane makalelerinde nesnesiz kategori teorisi ya-
pilabilecegini gézlemlemigler, ama buna pratikte
ihtiyag duymamiglardir. Sadece morfizmalar yo-
luyla verilen tanimda birim morfizmalar da vardir
ve bu birim morfizmalar yardimiyla nesnelere tek-
rar ulagmak miimkiindiir. Vurgulamak gerekirse
kategori teorisi i¢in morfizmalar nesnelerden daha
vazgecilmez bir rol oynar. Nesneler olmadan kate-
gori teorisi yapilabilir, ama morfizmalar olmadan
yapilamaz.

Karatay tezinde nesnesiz bir kategori teorisi
inga eder ve Lawvere’nin nesneli kategori teori-
sinde kurdugu dogal say1 nesneleri yerine, dogal
say1 morfizmalarim (NNM, natural number morp-
hisms) olugturur. Daha da ileri giderek sadece saf
morfizmalardan (kabaca sdylersek, bu morfizmalar
arasinda bir nesne iizerinde birim morfizmas: gibi
davranan morfizmalar yok) olugan bir kuramsal ger-
ceveyi tercih eder. Boylece Lawvere’in olugturdugu
cerceveyi tekrar olusturur ve Lawvere Teoremini
ispatlar. Cok daha kisitli bir dil kullanarak Law-
vere’in elde ettigi neticelere ulagabilmesi sayesinde
Karatay “sonsuz sayma ilkesi” ve bunun tizerindeki
Oteleme morfizmasi yardimiyla dogal say1 morfiz-
malarini olusturmay1 bagarir ve bu modelin Peano
aksiyomlarimi sagladigini gosterir.

Sonsuz sayma ilkesi baglangici olan ve hi¢ dur-
mayan bir eylem. Bu eylem sonsuz sayida ayni
morfizmanin art arda uygulanmasiyla ortaya ¢ikar.
Karatay bu morfizmay1 —, T' (gama) ile belirtir.
Morfizmanin sonsuz sayida tekrari sonsuz sayma
prensibini modeller:

Sonsuz sayma siireci (ilkesi) kategori kurami bagla-
minda bir “nesne” gorevi goriir. “y morfizmas1” bu
nesne/siireg iizerinde 6teleme iglemine (successor
operation) kargilik gelir. Yukarida belirttigimiz gibi,
Karatay’in modelinde standart kategori kuraminda
olan nesneler ve morfizmalar yok, sadece “saf mor-
fizmalar” var. Sonsuz sayida I' okunun ardarda
gelmesiyle olugan “iglem” aslinda sonsuz sayma ig-
lemidir. Béyle bir iglemin varligini kabul ederek
Karatay sonsuzlugu modelinin i¢inde varsaymig
olur.

Sonlu ve Sonsuz Sayma Ilkesi Fark:

Karatay sonsuz sayma ilkesini sonlu matematik-
cilere kars: savunur. Bunu iki yolla yapar. Ilkinde
baz1 sonlu sayilara sayarak ulagsmanin o kadar basit
olmadigini Kolmogorov'un karmagiklik fonksiyonu
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yardimiyla gosterir. Burada bazi sayilari tanimla-
mak icin gerekli bilgisayar programi uzunlugunun
ya da Kolmogorov karmagiklik fonksiyonu degeri-
nin, saymin kendisinden biiyiik oldugu durumlarda
bu sayilara “sikigtirilamaz sayilar” (incompressible
numbers) der. Biiyiik sayilara varmak igin adim
adim gidilen yolda bu sikigtirilamayan sayilardan
mutlaka vardir. David van Dantzig bir makale-
sinde “101°™ sonlu bir say1 midir?” sorusunu sorar
(van Dantzig 1955). Karatay da benzer bir sekilde
101" sayisinin epistemik erisilebilirligini sorgu-
lar, yani sayarak bdyle biiyiik bir sayiya ulagmanin
miimkiin olup olmadigini sorar. Bu sayiya “bir bir”
sayarak gitmenin karmagikligi biiyiik, sikigtirila-
maz sayilardan gectigini belirterek bu gérevin bir
cocugun gergeklestiremeyecegi karmagiklikta oldu-
gunu iddia eder. Bu haliyle biiyiik sayilar igin sonlu
saymayla sonsuz sayma siirecinin kavranabilme agi-
sindan bir fark icermedigini vurgular. Tkinci savu-
nusunda sonlu, ama ¢ok biiyiik sayilar i¢in yazilan
bilgisayar programlarinin acik uglu programlardan
farkli olmadigim belirtir, ¢ilinkii iki siire¢ de sonug-
lanmayacaktir. Ozetle cok biiyiik sayilar séz ko-
nusu oldugunda erigim (epistemik) agisindan sonlu
sayma iglemiyle sonsuz sayma iglemi arasinda bir
farklilik olmadiginmi iddia eder.
Bitirirken

Karatay’in sayilar kuramina neden kiimeler ku-
ramiyla degil de kategori kuramiyla ve nasil yak-
lagtigin1 ortaya koymaya calistik. Bundan onun
kiimeler kuramini kii¢gtimsedigi sonucu ¢ikarilma-
sin. Karatay’a gore her iki kuram da elbette megru
ve yararli. Bununla birlikte, matematik felsefesine
kategori kurami perspektifinden yaklagsmanin bir-
cok acidan artilar1 oldugu gozden kagirilmamali.
Bunlardan belki de en 6nemlisi siiregleri 6ne ¢ika-
ran kategori kuraminin matematik bilgisine nasil
olup da ulagtigimiz1 agiklamasi, kiimeler kurami-
ninsa bu konuda yetersiz kalmasi. Bir kuramin bir
disipline temel olmasi bir geydir, o disiplinin bil-
gisine nasil erigtigimizi agiklayabilmesi bagka bir
seydir. Karatay’in kategori kuramini tercih etmesi-
nin nedeni ikisini birden yapabilmesidir.

Karatay'in tezinin baghgmi hatirlayalim:
“Sayma Siireci ve Kategori Kurami: Dogal Sayila-
rin Psikogenesisi”. Sozliikk anlamiyla “psikogenesis”
terimi bir gseyin psikolojik ¢ikigina ve geligimine,
dolayisiyla bir siirece igsaret ediyor. Karatay’a gore
dogal sayilar ve aritmetik bilgisi nihai olarak zihin-
sel bir siiregten, sayma siirecinden dogar, gelisir.
Karatay’in tezinde ¢ocuklarin sayma yardimiyla
sayilar1 nasil 6grendigine egilmesinin nedeni budur.
Keza matematik tarihine bakmasinin nedeni de
aymdir. Oklid, de Morgan, Kronecker, Dedekind
ve Brouwer gibi matematige biiyiik katki yapan
matematikgilerin ¢aligmalarini incelediginde say-
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manin ne kadar merkezi bir rol oynadigini goriir.
Matematik tarihi ¢ocuklarin sayilar1 ve matematik
Ogrenme siirecini adeta makro diizeyde yansitir.
Ancak ve ancak kategori kurami bu zengin malze-
meye hakkini verir.
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