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Matematikgilerin siklikla “Bu ¢ok dogal bir so-
nu¢” ya da “Bu c¢ok dogal bir teorem” dedigini
duyariz. Bir¢ogumuz i¢in bu iddia anlagihir (ya da
dogal) olsa da matematiksel olarak kesin anlami
herkes tarafindan iyi bilinmez.

1940’larda “dogallik” kavramina matematiksel
bir anlam vermek iizere yola ¢ikan Eilenberg ve
Mac Lane 6nce “dogal déniigiimleri” sonra “izlecleri”
ve en sonunda “kategorileri” tanimladilar. Bu ta-
nimlarla birlikte dogallik bir i¢glidii olmaktan ¢ikip
matematiksel olarak kanitlanabilecek bir iddiaya
doniigtii. Kegfi yapan matematikgilerin itici giictini
bu yazilarda aciklamamiz miimkiin degil. Bunun
yerine yeni baglayanlar icin itici bir gii¢ olabilecek
bir 6rnekle baglayacagiz.

Dogallig1 hissedebilecegimiz en temel 6rnekler-
den birisi izomorfizma teoremleridir. Bu teoremler,
matematik egitiminde ilk olarak dogrusal cebir
derslerinde ortaya ¢ikar. En dogal ve en yalin uyar-
lamasini “rank-nullity” teoremi olarak goriiriiz. Bir
dogrusal dontistim 7' : V — W verilsin. T’nin go-
riintisiiniin boyutuyla (yani T'nin kertesiyle ya
da rankwyla) gekirdeginin boyutunun (yani 7"’nin
nullitisinin) toplam1 V'nin boyutuna egittir:

dimV = dim Gér T + dim Cek T (1)

Matematikte biraz daha ilerleyip gruplar teorisini
6grendigimizde bir grup homomorfizmasi ¢ : G —
H’nin goriintiisliniin G ile ¢’nin ¢ekirdeginin oran
grubuna izomorfik oldugunu &greniriz:

G/Cek ¢ = Gor ¢ (2)

Aradaki benzerlik su gotiirmez! Aslinda biraz di-
zenlemeyle birbirlerine doniigtiirebiliriz de. Tkinci
esitlik aslinda cebirsel bir denklikten sz ediyor;
ama sadece mertebeler cinsinden yazarsak,

|G| = |Gor ¢]-|Cek ¢ (3)

esitligini elde ederiz. Benzer sekilde ilk esitligi de
daha cebirsel ifade etmek mumkiin:

V/Cek ¢ = Gor ¢
Birbirinden farkli gériinen bu yapilar arasindaki

benzerlik bizi cezbeder; ama dahas1 var! Halkalar:
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ogrendigimizde halkalar i¢in, modiilleri 6grendigi-
mizde modiiller i¢in, topolojik uzaylar: 6grendigi-
mizde topolojik uzaylar igin vs hep bir izomorfizma
teoremi bulunur ve bu teoremi kanitlamak artik
bize ¢ok “dogal” gelmeye baglar.

Peki, ama neden bu teorem tiim bu farkli nesne
topluluklar: i¢in kanitlanabiliyor? Tiim bu teorem-
lerin dogru olmasim saglayan “6z” nedir?

Bu 6rnegimizin benzeri ve daha yogun iligkiler
bizi “6z” teoremler bulmaya, farkli nesne topluluk-
larinda dogru olan sonuglar: ortak bir dille ifade
etmeye iter. Bu ¢abanin bizi, kendimizi tekrarla-
maktan kurtarmanin Gtesinde faydalar: da vardir.
Problemlerimizi de soyutlayabilir, bagka tiir nesne-
ler iizerinde anlam verip ¢ézmeye c¢aligabiliriz.

Varlig: yaygin olan bagka bir kavramdan daha
s0z etmek istiyorum: Evrensellik! Birbirlerine ben-
zer kavramlar olsa da “dogallik” bir sonucun 6ziiyle
ilgiliyken “evrensellik” bir 6zellige sahip nesneler
iginde “6zel” olmayla ilgilidir. Evrensel nesneler
diizgiin tanimlansa bile her zaman var olmayabilir-
ler. Ilerleyen béliimlerde tanimini verecegiz; ama
basit bir 6érnege goz atalim.

Kiimeler igin “ayrik birlegim” iglemini hepimiz
biliriz. A ve B kiimeleri verildiginde A u B kiime-
sini A ve B’nin elemanlarindan olugsan kiime olarak
tamimlariz. Birlesim kiimesinden farkl olarak ortak
olabilecek elemanlar: da farkli diigiinmek gereklidir.
Bu sebepten A yerine Ax{0} kiimesini, B yerineyse
B x {1} kiimesini alip bu iki kiimenin birlegimini
ayrik birlegim olarak da tanimlayabiliriz, yani

AUB = (Ax {0})u(Bx{1})

Peki, ayrik birlesimin sahip oldugu temel 6zellik
nedir? Kolayca goriilecegi gibi elde ettigimiz kiime
hem A kiimesini hem de B kiimesini igermektedir.
Ama tabii ki bu 6zellige sahip yegane kiime AU B
degildir. Ornegin birlesim kiimesi A u B de aym
ozelligi saglar. Daha ¢ok elemani olan kiimeler de
bulmak miimkiindiir, ancak bulacagimiz herhangi
bir érnek A u B’yi “biricik olarak” icermelidir! Do-
layisiyla, Au B kiimesi, A ve B’yi iceren kiimeler
iginde “6zel” bir nesnedir, diger bir ifadeyle, evren-
seldir.
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Simdi bu 6zelligi biraz daha matematiksel bir
dilde yazmaya ¢aligalim. Yukaridaki tanimi gimdilik
unutalim. Tlgilendigimiz kiimeler A ve B kiimelerini
igerenler. Bu icerme 6zelligini syle ifade edebiliriz:
f:A— X ve g: B — X birebir fonksiyonlar1 varsa
X kiimesi hem A hem de B’yi iceriyordur deriz.
Diyagram kullanarak bu yazimi gorsellegtirelim:

AXX/B

Ozel olmasim istedigimiz kiimenin, A U B diyelim,
hem yukaridaki 6zellige sahip olmasini hem de tiim
bu X’lerin bu kiimeyi biricik icermesini istiyoruz.
Bu climleyi de diyagrama cevirebiliriz:

ATAuBTB
X\‘iﬁ‘%
X

Dikkat ederseniz, ilk satirdaki fonksiyonlar A ve
B’nin A u B i¢inde oldugunu gosterirken kesikli
okla gosterdigimiz A fonksiyonu A U B’nin X’in
icinde oldugunu veriyor.

Evrensel nesne orneklerini ¢ogaltmak miimkiin.
Dikkat ¢ekmek istedigim ve evrensel nesnelerin
belirleyici yani, bu nesnelerin belirli bir 6zelligi
saglayan nesneler icinde bir tiir baglangict ya da
bitisi belirttikleridir.

Basgliktaki sonuncu kelimeye gelelim. Tkililik
(Ing. duality) ilk iki kavramin aksine farkl an-
lamlar tagir. Ama her zaman birbiriyle yakindan
iligkili iki kavramin/nesnenin varligina igaret et-
mektedir. Soyut formda diigiiniilebilecegi gibi ki
bunu ileride agiklamaya caligsacagiz, daha bilinen
haliyle kargitlik anlaminda ya da egleme anlaminda
da diigiiniilebilir. Ilerleyen sayfalarda daha net ola-
bilecegimizi sGyleyip bir érnek verelim.

Ik 6rnegimiz karsithk anlamimdaki ikililige bir
ornek olacak. X bir evrensel kiime olsunll] Bir
A € X kiimesinin tdmleyeni X’in A diginda kalan
tiim elemanlarinin kiimesi olan A¢ olarak tanimla-
nir:

A°={ze Xz ¢ A}

Tiimleyen tanimi X'’in altkiimeleri arasinda bir
esleme vermektedir; ¢linkii acik¢a goriilecegi gibi
(A°)°¢ = A saglamir. Bu egleme kiimeler igin ta-
nimlanmig bazi iligkilere de uygulanabilir. Ornegin
A, Bc X ise,

Ac B« B¢c A¢

ve

AcB®<«— Bc A°

onermeleri dogrudur. Cogu durumda, eger X kii-
mesi iizerine koyacagimiz bir yap1 “tiimleyenlik”
ozelligini bu yapiya genelleyebiliyorsa, tiimleyenlik
kullanilarak yeni tiir 6nermeler de kanitlanabilir.

Ornegin, X iizerine bir topolojik uzay yapisi
koymak temel olarak bu uzaym hangi altkiime-
lerinin a¢ik oldugunu (ya da denk olarak, hangi
altkiimelerinin kapale oldugunu) belirlemeye denk-
tirE| Simdi sunu kanmtlayabiliriz:

[ Ac X agktir «— A° c X kapalidar.

Bengzer gekilde topolojik uzaylardaki bir¢ok so-
nug birbirine denk ikililer olarak gelir ve aradaki
iligki tiimleyen alinarak bulunur.

Kisaca soz ettigimiz bu ii¢ kavrami soyut olarak
ve bir arada diistinmek hem matematiksel nesneleri
hem de siklikla kargilagtigimiz baz kurulumlari/te-
oremleri daha iyi anlamamiz1 saglar ve dolayisiyla
yeni durumlarda benzer kavramlar: {iretmemizi ve
kullanmamiz1 kolaylagtirir. Bir anlamda matemati-
gin 6ziinii gbrmemizi saglar.

Istegimizi biiyiik ol¢iide yerine getiren katego-
riler teorisine girig yapacagiz. Herkesin kategoriler
hakkinda biraz fikri olabilir ve “Neden kategoriler
teorisi 6greneyim?” sorusunu sorabilir. Bu soruya
cevap olarak kategoriler teorisinin evrensel ve heye-
can verici bir yan1 oldugunu, matematigin i¢indeki
benzerlikleri ortaya koymak {izere her geyi daha
soyut bir diizeye ¢ikardigini ve boylece matema-
tige kus bakigiyla bakip daha anlagilir kildigini
soyleyebiliriz.

Yukarida da belirttigim gibi bir amacimiz prob-
lemlerin 6ziinii bulmaktir. Bunun i¢in problemi
tammlandig1 cergeveden (yani kategoriden) bagim-
s1z diiglinmek iizere o gergevenin verdigi onyargilar
kirmamiz gerekir, buna problemi kategorilestirmek
denir.

Ik yazimizda temel tanimlar1 ve érnekleri siz-
lerle paylasacagim. Bu noktada bir uyar: da yap-
maliyim. Genis bir matematiksel nesne birikimi
olmayan okuyucu i¢in bazi kavramlar1 soyutlamak
ya da halihazirda soyut verilmig bazi kavramlari so-
mutlamak zor olabilir. Verdigimiz 6rnekler tanidik
gelmediginde kendi érneklerinizi bulmay1 deneyebi-
lirsiniz. Bulamadiginiz durumlarda 6nerim kavram
zamana birakmaktir.

® Konunun dogasi geregi yazilarin zorluk derece-
leri arasinda farklar olustu. Her bir yaz igin zorluk
derecelerini baghkta belirtmeye caligtik. Okurlari-
miz zor yazilari sona birakabilir. Ayrica tiim yazilar-
dan sonra tanimlarin bir dizinini ve kullandigimiz
terimler icin Ingilizce-Tiirkce ve Tiirkce-Ingilizce
sozliikleri bulabilirsiniz.

1Buradaki evrensellik yukarida bahsettigimizden farkl olarak ilgilendigimiz tiim nesneleri iceren kiime anlaminda

kullanildi.
2Tabii ki bu belirleme tamamen keyfi degildir.
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Her ne kadar kisa bir ge¢cmise sahip olsa da
kategoriler ve izlegler matematikte oldukca mer-
kezi 6nemde bir konudur. Matematiksel nesnelerin
ve yapilarin birbirleri arasindaki iligkilerini ve do-
niigsiimlerini inceleyen kategoriler, soyutlama ve
genellegtirme agisindan oldukga gii¢lii bir aractir.
Bu haliyle bircok matematiksel alanin temelini
olugturur.

Kategoriler, bir veya daha fazla nesnenin ve bu
nesneler arasindaki oklarin (morfizmalarlrﬂ va da
doniiglimlerin) bir araya gelmesiyle olugan yapilar-
dir. Bu morfizmalar, nesneler arasindaki belli tiir
doniigiimleri tanimlayan matematiksel iglevler ol-
makla birlikte fonksiyon olmalar1 zorunlu degildir.
Fonksiyon olmayan morfizma ¢rneklerini agagida
verecegiz. Basit (ama yapay) bir 6rnek olarak, a,b
ve c ile gosterilen {i¢ nesneden olusan bir kategori
diigtinelim. Boyle bir kategori sadece a adim ve-
rebilecegimiz a’dan b’ye giden bir morfizmadan
olusabilir. Burada ne nesnelerin ne de a’'nin ne
oldugunun bir 6nemi olmaz.

Kategorilerin yapisini bilegke islemi belirler. Bir
kategorideki iki morfizmanin bilegkesi, bu iki mor-
fizmanin ardr ardina uygulanmasiyla yeni bir mor-
fizma olusturur. Ornegin, herhangi bir kategoriden
alacagimiz a,b ve ¢ nesneleri i¢in a’dan b’ye ve
b’den c’ye iki morfizmanin bilegkesi, a’dan ¢’ye bir
morfizma olugturmalidir. Tabii ki bu morfizma kii-
meleri arasinda bir islem belirler. Bu bilegke iglemi
birlesme 6zelligine ve birim elemana sahip olmali-
dir. Kategoriler goyle tanimlanir:

Tanim 1. Bir kategori C, agagidaki veriler-

3. Her ii¢ nesne A, B,C € Ob(C) igin,
(g,f) = go f ile gosterilen bilegke
iglemi,

Mor¢(B,C) x Mor¢ (A, B)
— Morc(A4,C)

Ayrica agagidaki ozellikler saglanir:
1. Bilegke iglemi herhangi A, B, C, D ¢
Ob(C)ve f: A—> B,g: B - C ve
h: C - D morfizmalar igin,
(hog)o f=ho(gof)
esitligini saglar.
2. Her nesne A € Ob(C) igin,
idA € 1\/[Or(j(147 A)

ile gosterilen bir kimliK’ morfizmas:
vardir ve dahasi herhangi bir f: A —
B morfizmas igin idg o f = f ve
foida = f esitlikleri saglanir.

%Simiflar, kiimelerin aksine, nesneler/kiimeler
koleksiyonu olarak diigtiniilebilir.

YMorfizmalar1 da simf alan kategori tanimi ya-
pilabilir, bu durumda bizim tanimimiz “yerel kiigiik
kategori” ile degistirilmelidir. Giris seviyesinde bii-
yiikliik problemlerinden biraz uzak kalabilmek i¢in
“kiigiik morfizmalar1” kullanacagz.

°Ingilizce “identity” morfizmasin “birim” ola-
rak gevirmedik; ¢iinkii ileride gorecegimiz gibi bu
morfizmalar nesnelerin kimlikleri gibi goriilebilir.

den olusgur:
1. Ob(C) ile gosterilen bir nesne sifi[%]

2. Her iki nesne A, B € Ob(C) igin, f :
A — B ile gosterilen A’dan B’ye olan
morfizmalar kﬁmesﬂ (Mor¢ (A, B) ile
gosterilir). f morfizmas: ayrica bir ok
veya doniisiim olarak da adlandirilir.

e —

Kategori orneklerini matematigin her alaninda
bulmak miimkiindiir. Iste birka¢ 6rnek:

Ornek 1. Kiime kategorisi Kiime: ilk
ornegimiz i¢in nesneler siifini tiim kiimeler
alalim. Iki kiime arasindaki morfizmalar

Ingilizce “morphism” kelimesi Yunanca pop¢n kelimesinden gelmektedir. Bu kelimeyi “form” ya da “sekil” olarak

cevirmek miimkiin ama kulaga dogal gelmiyor. Bu sebepten, Ingilizcede oldugu gibi, biz de Yunancasini kullanacagiz.
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bu iki kiime arasindaki tiim fonksiyonlar
olsun,

Morkime(X,Y) ={f: X - Y | f fonksiyon}

Morfizmalarin bilegkesi fonksiyon bilegke-
siyle verilir ve bir kiimenin kimlik morfiz-
mas1 birim fonksiyonudur.

. J

Ornek 2. Topolojik uzaylar kategorisi: Bu
kategori nesneler olarak topolojik uzaylar: ve mor-
fizmalar olarak bu uzaylar arasindaki siirekli fonk-
siyonlar: icerir. Morfizmalarin bilegkesi, fonksiyon
bilegkesiyle ve bir uzaym kimlik morfizmasiysa bi-
rim fonksiyonla verilir.

Ornek 3. Gruplar kategorisi: Bu katego-
rinin nesneleri gruplardan ve morfizmalar: da
grup homomorfizmalarindan olusur. Morfiz-
malarin bilegkesi grup homomorfizmalar: ara-
sindaki bilegkeyle verilir. Bir grubun kimlik
morfizmasiysa o grubun birim homomorfizma-
sidar.

Ornek 4. Bu iki 6rnek kolayca genellenebilir. Uze-
rinde cebirsel bir yap: olan kiimeler sinifi (vektor
uzaylar, halkalar, modiiller, cebirler vs.) ve bu
yapiy1 koruyan morfizmalar bir kategori olugturur.

Morfizmalarin yap: koruyan fonksiyonlar olma-
dig1 ¢ok sayida kategori de bulunmaktadir. Uygula-
malarda da sik sik karsimiza gikan bu kategorilere
de birkag 6rnek verelim.

s =\

Ornek 5. Bagintilar kategorisi. Nesneleri
yine kiimelerden olugsan bu kategorinin mor-
fizmalarini tiim bagintilar olarak alahm. Ha-
tirlatma: A, B kiimeleri verildiginde A x B’nin
her bir alt kiimesine A’dan B’ye bir bagints
denir["] Kategori olugturmak i¢in bilegke igle-
mine ihtiyacimiz var. Bu tanim igin U ¢ A x B
ve V € B x C olsun. Bu durumda,

VoU := {(a,c)e AxC|3beB(a,b)elU

ve (b,c) eV}

olur. Dikkatli okuyucu U ve V’nin fonksiyon
olmasi durumunda yukaridaki tanimin fonksi-
yon bilegkesi verecegini farkedecektir. Ayrica
birim fonksiyon olan A4 = {(a,a) | a € A}
bagintis1 yukaridaki bilegke i¢in kimlik morfiz-
masidir. Dolayisiyla morfizmalarin bagintilar
oldugu Bgnt kategorisini elde etmig olduk.

“Bagintilar {izerine ek kosullar koyarak, fonksi-
yonlari, kismi siralamalari, tam siralamalari, denklik
bagmtilarini vs elde edebiliriz.

Ornek 6. Kategori olarak gruplar. Mor-
fizmalarin elemanlardan tamamen bagimsiz
oldugu kategoriler de yaygindir. En temel 6r-
negi gruplardan elde edilen kategorilerdir. Bu
ornek i¢in bir grup se¢ip, G olsun, sabitleyelim.
Kategori &’nin sadece bir nesnesi, » diyelim,
olsun. Bu durumda sadece * - *» morfizmalar1
belirlemeliyiz.

Morg (*,*) =G

olsun, yani, G’nin her elemani g igin bir morfiz-
mamiz var. Bu morfizmay: da g ile gosterelim.
Bilegke igleminiyse grup islemi olarak tanimla-
yalim: g, h € G ise,

goh:=gh

Grup igleminin birlesme 6zelligi ve birim ele-

mani oldugundan & bir kategori olur. Yuka-

rida belirttigimiz gibi bu kategorinin morfizma-

lar1 * nesnesinin elemanlarima uygulanabilecek

fonksiyonlar degildir. Aslinda * nesnesinin ele-
| manlarindan sz etmedik bile!

Ornek 7. Kategori olarak kismi siralamalar.
P bir kiime ve < ise P iizerinde bir bagint1 olsun.
Eger < bagimntisi yansima (yani her z € P i¢in = < z),
gecigkenlik (yani her z,y,z€ Piginz <y ve y < 2
oldugunda x < z olmasi) ve anti-simetri (yani her
x,y € P i¢in hem = <y hem de y < z oldugunda
x =y olmas1) 6zelliklerini saghyorsa (P, <) ikilisine
bir kismi siral kiime deriz.

(P, <) bir kismi sirali kiime olsun. P katego-
risini g6yle tanimlayalim: P’nin nesneleri P’nin
elemanlar: olsun. Her x,y € P icin eger = < y ise
x’ten y’ye sadece bir tane morfizma olsun ve diger
durumda hig morfizma olmasin. Gegigkenlik 6zelligi
bize bilegke iglemini vermektedir. Bu tanimlarin
P’yi kategori yaptig: agiktir.

Ornek 8. Kategori olarak dogal sayilar.
Dogal sayilar1 kategorilerle eslemek miimkiin.
Bunu yapmanin iki bariz yolu bulunuyor. Biz
genel kabul géreni verecegiz. Her n € N i¢in n
kategorisini, nesneleri A, As,..., A, olan ve
sadece her i < j icin, sadece bir tane A4; - A;
morfizmas1 bulunan kategori olarak tanimla-
yalim. Bilegke, miimkiin oldugunda, aradaki
tek morfizmay1 verecek.

Ornegimizin daha acik olmasi icin n = 3 duru-
muna gbz atalim:
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ida,

Y/

ida, C Al — A2

N
A3 QidA3

Cogu zaman diyagrami sadelestirmek i¢in kim-
lik morfizmalarini ve bilegkeleri gizleriz. Bunu
yaptigimizda ortaya daha iyi bir resim ¢ikar:

A1*>A2*>A3

Kategori 6rneklerini ¢cogaltmak miimkiin. As-
linda bilegke igleminin var oldugu hemen hemen
tlim matematiksel nesne topluluklarindan kategori
yapist tiiretebiliriz. Daha ¢ok 6rnek iiretmek yerine
agagidaki tabloda iyi bilinen kategorilerin bir liste-
sini veriyoruz. Tanimlar 6nbilgi gerektirdiginden,
bazi 6rneklerde sadece tecriibeli okuyuculara hitap

edecegiz.
Kategori Nesneler Morfizmalar
Rmod R-modiiller R-hom.
Fvek F-vektor dogrusal
uzaylari dontigiimler
G - Kiime | G-kiimeler G-morfizma
Hlk halkalar halka hom.
Grp gruplar grup hom.
Ab Abel gruplar: | grup hom.
Banach Banach siirl
uzaylari dogrusal
dontigiimler
Hilb Hilbert
uzaylar

Son iki 6rnegi analiz alaninda da kategorileri
kullanmanin miimkiin oldugunu géstermek icin ek-
ledik. Bu yazilarda analitik kategorilerle ilgili daha
fazla bilgi vermeyecegiz. Orneklere goz attigimizda
cok farkl alanlardan ve birbirleriyle ilgisiz ¢ok
sayida kategorinin oldugunu fark ederiz. Hemen
hemen tiim matematiksel nesneleri kategorize edip
bir arada incelemeyi miimkiin kilmak istiyoruz. Ta-
bii bu ¢ok zor bir hedef. Eger soyut kategoriler i¢in
bir teorem kanitlayabilirsek bu tiim kategorilerde
gegerli olacaktir, yani hem gruplarda hem vektor
uzaylarinda hem kismi sirali kiimelerde hem zircir
komplekslerinde hem Banach uzaylarinda vs. Bu
gozlem bize iki gey soyler:

1. Tiim kategoriler i¢in bir sonug¢ kanitlamak
zordur.

2. Tiim kategoriler i¢in kanitlanabilecek oner-
meler kolaydir.

Celigkili gibi goriinebilir, ama degil! Her yerde ge-
cerli olacak bir 6nerme bulmak zorken her yerde
gecerli olan bir 6nermenin kolayca kanitlanabilir
olmas: gerektigini séylﬁyoruzﬂ Simdilik bu konuda
endigeye yer yok; ¢iinkii herhangi bir sonug¢ ka-
nitlamaya hazir degiliz. Kategorileri biraz daha
irdelememiz gerekiyor.

Devam etmeden 6nce 6nemli bir 6zel duruma
dikkat gekelim. Kategorilerin nesneleri smif olug-
turur demistik. Eger C kategorisinin nesneleri bir
kiime oluyorsa C’ye kii¢tik kategory denir.

Her matematiksel nesnenin alt-nesnelerini me-
rak ederiz. Kiimelerin alt kiimeleri, gruplarin alt
gruplari, uzaylarin alt uzaylar: vs. Kategorilerin de
alt kategorilerini diigtinmek miimkiin tabii ki.

Tanim 2. C kategorisi verilsin. Bu katego-
rinin bir alt kategorisi D,

1. ObD c ObC altsimifi,
2. Her X,Y €D igin,
Morp(X,Y) € More(X,Y)
alt kiimesinden

olusur. Her nesne X € D i¢in, morfizma-
lar alt kiimesi Morp (X, X), X’in C’deki
kimlik morfizmasini igermelidir. Ayrica « €
Morp(X,Y) ve e Morp(Y,Z) ise o €
Morp (X, Z) olmalidir. Buradaki bilegke is-
lemi C kategorisindeki bilegke iglemidir.

)

Alt kategoriler icin agikir 6rnekler {iretmek zor
degil. Yapili kiimeler kategorilerinde yapiy1 azalt-
mak daha biiyilik bir kategori iiretecektir: Gruplar
kategorisi, kiimeler kategorisinin; halkalar katego-
risi, abel gruplar kategorisinin alt kategorisidir.

Bir diger bariz ornek, C kategorisi ve X € C
nesnesi verildiginde, tek nesnesi X ve bu nesnenin
morfizmalar: tam olarak More (X, X)) olan Tx ka-
tegorisidir. Tiim morfizmalar1 almak yerine, bilegke
iglemi altinda kapali ve kimlik morfizmasini igeren
herhangi bir alt kiime de alabilirdik.

Bir kategoriden bazi nesneleri ve morfizmalar:
alarak fliretilen alt kategoriler arasinda &zel bir o6r-
nek yukaridaki Tx’in genellemesidir:

2Unlii bir kategoriler teorisi deyisi: “Perhaps the purpose of categorical algebra is to show that which is trivial is trivially

trivial.” P. Freyd.
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Tanim 3. C bir kategori ve X € C bir nes-
neler siifi olsun. Nesneleri X’in eleman-
lar1 ve morfizmalar: bu nesneler arasinda
C’deki tliim morfizmalardan olugsan katego-
riye, C’nin X tlizerindeki tam alt kategorisi
denir. Bu kategoriyi Ty ile gosterelim.

Tam alt kategoriler uygulamalarda siklikla kar-
simiza ¢ikmaktadir ve kategori temsilleri teorisinde
ana kategorinin temsilleriyle tam alt kategorinin
temsilleri arasinda siki iligkiler bulunur.

Yazimizin giriginde kategorilerin nesnelerden
ok morfizmalara odaklandigini sylemistik. Yine
de bazi nesneler digerlerinden daha ¢ok 6ne ¢ik-
may1 bagarir. Bunun en temel 6rnekleri bag, son
ve sifir nesneleridir. Simdi bunlar1 tanimlayalim.

3

Tanim 4. C bir kategori ve b, s € % olsun.

1. Eger her z € C i¢in [Morc (b, x)| = 1 ise
b’ye C’nin bir bag nesnesi denir.

2. Eger her x € C igin [Mor¢(x,s)| =1
ise s’ye C’nin bir son nesnesi denir.

3. Eger 0 € C hem bag hem de son nes-
neyse, o’ya C’nin bir sifir nesnesi de-
nir.

%Nesneler i¢in biiyiik harf kullaniyorduk, ama
bu 6zel durum igin kii¢lik harfleri tercih ettik.

Her ne kadar agik olsa da tekrar edelim:

e Bas nesneden her nesneye bir ve yalniz bir
morfizma gider. Yani, bag nesneler diger bii-
tiin nesnelerle iligki igindedir. Ama tersi ol-
mak durumunda degildir, yani her bir nesne-
den bas nesneye morfizma bulunmayabilir.

e Her nesneden son nesneye bir ve yalniz bir
morfizma bulunur. Yine tersi dogru olmaya-
bilir, son nesneyle iligkili, kendisi diginda, hig
bir nesne olmayabilir.

e Son olarak, sifir nesnesi hem diger her bir
nesneyle biricik bir iligki i¢cindedir hem de her
bir nesnenin bu nesneyle biricik bir iligkisi
vardir.

Bu yorumlar: yapma sebebim gu soru: Teknik de-
taylar: gormeden, insan iligkileri kategorisini dii-
slinelim, yani nesnelerimiz insanlar, morfizmalari-
mizsa se¢imini size biraktigim iligkiler olsun (bi-
legke de diiginmeye c¢aligin!). Bu durumda bag, son
ve sifir insanlar hakkinda ne s6yleyebilirsiniz?

v \

Ornek 9. Ilk 6rnegimiz kiimeler kategorisi
Kiime. Bag kiimemiz, herhangi bir kiimeye
sadece bir tane fonksiyon tanimlayabilecegimiz
bir kiime olacak. Ama eger b kiimesinde z ele-
mani varsa, b - {1,2} kiimesine 2 farkli fonksi-
yon tanimlayabiliriz. Dolayisiyla b’nin elemani
olmasi durumunda bazi kiimelere birden ¢ok
fonksiyon yazilabilir. Eger b = @ alirsak, b’den
her hangi bir kiimeye sadece bir fonksiyon bu-
lunur (bos fonksiyon!). Dolayisiyla @ kiimesi
Kiime kategorisinin bag nesnesidir.

Peki son kiime hangisi olacak? Bu kez bos
kiime olamaz; ¢iinkii her ne kadar bog kiime-
den ¢ikan bir fonksiyon olsa da boi olmayan
bir kiimeden bos kiimeye giden bir fonksiyon
olamaz! Verilen bir A kiimesinin her bir ele-
manini son kiime s’nin bir elemanina gotiir-
meliyiz. Eger s’de iki eleman olursa, o zaman
s’ye dogru iki farkli fonksiyon yazabiliriz. De-
mek ki s’de en ¢ok bir eleman olabilir. Ama
eleman olmas1 da gerekliydi, dyleyse, s = {x}
olmali. Simdi, A — s olan sadece bir fonksiyon
vardir ve A’'nin tiim elemanlarim +’a gotiiriir.
Oyleyse bir elemanli her kiime son kiimedir.

Alistirma 1. Agina oldugunuz diger kate-
goriler i¢in bas, son ve sifir nesneleri bul-
maya ¢alisin. Basit ornekler gruplar, vektor
uzaylary ve halkalar olabilir.

e

Yukaridaki 6rnegimizde bas kiimenin biricik ol-
dugu agikdrdr: Sadece bir tane bog kiime var! Ama
son kiime biricik degil: {e} ya da {1} ya da bir ele-
manli herhangi bir kiime son kiime olabilir. Genel
olarak bag ve son nesneler var olmak zorunda olma-
makla birlikte, var olduklarinda da biricik olmak
zorunda degillerdir.

Bu durum bizi bagka bir soruya ulagtiriyor: Nes-
nelerin “ayn1” ya da “denk” ya da “egyapili” olmasi
ne demektir? Bu sorunun yanitimi kiimeler i¢in
biliyoruz: Tki kiimenin ayni olmasi, bu kiimelerin
tam olarak ayni elemanlardan olugtugu anlamina
gelmektedir. Yine de karsimiza ¢ikan birgok du-
rumda ayni sayida elemani olan (daha dogrusu,
kardinaliteleri ayni olan) kiimeleri birbiriyle es tu-
tariz; ¢iinkii kardinaliteler ayni oldugunda, kiimeler
arasinda birebir ve érten bir egleme bulunur ve ge-
rektiginde bu eslemeyi kullanip kiimeler arasinda
gecis yapabiliriz!

Ancak aym seyi gruplar ya da vektor uzaylar:
icin séyleyemeyiz. Ornegin, diizlemde (yani 2 bo-
yutlu gergel vektor uzayinda), orijinden gegen tiim
dogrular 1 boyutlu vektor uzaylaridir. Boyle iki
dogru alalim, ¢1,¢5. Eger bu iki dogrunun kesigimi
orijinse, o zaman bu dogrular farkl noktalar icer-
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diklerinden kiime olarak egit degillerdir. Tabii ki
{1 ve {5 arasinda birebir ve érten fonksiyonlar bu-
lunur, yani bu iki kiimeyi birbirine eg tutabiliriz.
Ama dikkat ederseniz, bu kiimeler arasindaki her
esleme vektor uzay1 yapisina saygi duymaz, orijini
orijine bile gotiirmeyebilir!

Yine de dogrusal cebirden bildigimiz gibi, bu
yapiya saygl duyan eslemeler de vardir ve hatta,
vektor uzaylar: olarak, ¢, ile £y arasinda bir fark
yoktur!

Aslinda, boyutlar1 ayni olan herhangi iki vektor
uzay1 (ayni cisim tizerinde olmalar1 koguluyla) egya-
p1hd1rlarE| Daha net bir ifadeyle, £1 ve £5 arasinda,
vektor uzay1 yapisini koruyan birebir ve 6rten bir
fonksiyon bulabiliriz.

Bu 6rnekleri kategoriler teorisine gommeye ¢ali-
salim: Oncelikle Kiime kategorisinde iki kiimenin
ayni olmasi, nesneler siifinin elemanlar1 olarak
esit olmak demektir. Diger taraftan, eger iki kiime
arasinda birebir ve 6rten bir fonksiyon varsa, yani
Kiime kategorisindeki bu iki nesne arasinda ter-
sinir bir morfizma bulunuyorsa, bu iki kiimeye
esyapili deriz.

Benzer sekilde, F' cismi tizerindeki F'Vek kate-
gorisini tanimlamigtik. F' = R olsun. Bu durumda
yukaridaki ¢1 ve {5 uzaylar1 FVek’in nesneleri olur.
Ama FVek ¢ Kiime oldugundan, ¢; ve {5 aym
zamanda Kiime’nin de nesneleridir. Bu iki nesne-
nin vektor uzay: olarak ayni olmasi i¢in 6ncelikle
Kiime olarak ayni olmas:i gerekir; ama bu tam
olarak ayni vektorlerden olusmak demektir. Daha
zayif sekilde, kiime olarak esyapili olmaktan bahse-
debiliriz, ama bu kogul da beklentimizi tam olarak
kargilamaz; ¢iinkii sonlu boyutlu ve sifir olmayan
tiim gergel vektor uzaylarinin kardinaliteleri birbi-
rine egittir. Kolaylikla tahmin edebileceginiz gibi,
dogru esyapili olma tanimi, FVek kategorisinde
tersinir bir morfizma bulmaktir.

~ n

Tanim 5. C kategorisi ve X,Y € C nesneleri
verilsin. Eger

1. fog=idy ve 2.gof=idyx

kogullarimi saglayan f: X - Y veg:Y - X
morfizmalar: varsa, X ile Y esyapulidir deriz
ve X 2 Y yazanz. Ayrica f ve g morfizma-
larimi izomorfizma olarak adlandiririz.

Yaptigimiz tanimla birlikte egyapili olma so-
rusunu herhangi bir kategorideki nesneler igin so-
rabiliriz. Tecriibeli okurlar hali hazirda gruplar,
halkalar, modiiller, topolojik uzaylar vs i¢in egya-

pili olma tanmimini biliyor olmali! Bu tanmim, tabii
ki yukaridaki tanimla ortiigliyor.

Dikkat ederseniz “ayni” olmay1 “eg-yapili” ol-
maya zayiflattik. Bu bize esit olmasa da denk ya-
pilar1 tekrar tekrar galigmaktan kurtarir.

Ornek 10. Grubumsular. Yukarida bir grubu
kategori olarak goérmiistiik. Bu kategorilerin bir
ozelligi de tiim morfizmalarin izomorfizma olmasi-
dir. Birden ¢ok nesnesi olan, ama tiim morfizmalar
izomorfizma olan bir kategoriye grubumsu denir.
Kolayca goriilecegi gibi,

1. eger G bir grubumsuysa, her a € G igin
Morg(a,a) kiimesi kategorinin bilegkesi al-
tinda bir grup olur.

2. Ayirca a,b € G verildiginde a - b morfiz-
masinin varligl a¢’'nin b’yle egyapili olmasina
denktir.

Ornek 11. Bir kategorinin “iskeleti”. C
bir kategori olsun. Alt kategori D c C asagi-
daki kogullar: sagliyorsa D’ye C’nin bir iskeleti
denir.

- D tam alt kategoridir.
- D, her X €C ile egyapili bir nesne igerir.

- D’nin nesneleri arasinda birbiriyle egya-
pili iki nesne yoktur.

Ornek olarak, eger C = Kiime alirsak, kar-
dinal sayilarin olugturdugu tam alt kategori
Kar kiimeler kategorisi igin bir iskelettir. Eger
C sonlu kiimelerin kategorisi SnlKm olursa,
bu kez dogal sayilarin olugturdugu tam alt
kategori iskelet olacaktir.

Her kategorinin bir iskeleti olmasi simiflar icin
se¢me aksiyomunu kabul etmeye denktir[7] Ay-
rica bir kategorinin tiim iskeletleri birbiriyle
es-yapilidir. (1)

“Yazar i¢in bu bir sorun degil!

G J

Bag ve son nesnelere geri donelim. Kiimeler igin
son nesnenin biricik olmadigini gérmisgtiik. Ama
yeni tanimimizla tiim son kiimelerin birbiriyle eg
yapili oldugu agikér. Hatta aradaki izomorfizma da
biricik, yani {e} ve {1} son nesneleri arasinda biri-
cik izomorfizma vardlrﬁ Bu gozlemi herhangi bir
kategoriye ve bag nesnelere uygulamak miimkiin.

3Morfizma kelimesini kullanmaya devam edersek esyapili yerine izomorfik de denilebilir, ama esyapih daha giizel bir

kargilik!

4Son iddiamiz biraz yersiz goriinebilir; ¢iinkii bir elemanl kiimeler arasinda birden fazla fonksiyon zaten olamaz!
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Teorem 1. C bir kategori ve b € C bir bas
nesne olsun. Bu durumda, herhangi baska
bir bas nesneyle b arasinda biricik izomor-
fizma bulunur. Ozel olarak, bas nesne, izo-
morfizmalar altinda, biriciktir.

Kanat. Onermeyi kanitlamak iizere, b’ € C bas nes-
nesini alalim. Simdi b bas nesne oldugundan b — o’
olan yalmz ve yalnmiz bir morfizma bulunur, bu
morfizmay1 8 : b > b’ ile gosterelim. Ayni sebep-
ten, b’ de bag nesne oldugundan, v : b" — b biricik
morfizmasi da vardir. Buldugumuz morfizmalarin
bilegkesini alirsak,
yofB:b—b ve Boy:b >0
morfizmalarim elde ederiz. Diger yandan, bag nes-
nelerden herhangi bir nesneye biricik morfizma
bulunuyordu, yani b’den b’ye ve b"’den b"’ye biricik
morfizmalar bulunur. Ama halihazirda bu nesne-
lerin kimlik morfizmalari vardir, o zaman kendine
giden bagka morfizma bulunmamalidir, yani,
yoB=idy ve [oy=idy

buluruz. Bu egitlikler, 5 ve v'nin birer izomorfizma
oldugunu ve birbirlerinin tersi olduklarimi verir.

B ve ~’nin biricik olmalar1 bag nesne tanimindan
gelmektedir. O

Yukaridaki teoremde ve kamitinda g¢ok kiigiik
degisiklikler yaparak son nesnelerin ve dolayisiyla
sifir nesnelerin de izomorfizma altinda biricik ol-
dugunu kanitlayabiliriz. Bunun yerine ikililik kav-
ramindan bahsedecegiz. Girig yazimizda da bah-
settigimiz iizere, ikililik kategori teorinin 6nemli
kavramlarindan birisidir. Bu kavrami en temel du-
rumda kargit kategorilerle tanimlayabiliriz.

Tanim 6. C kategorisi verilsin. C’nin kargt
kategorisi C’de morfizmalar: ters gevirerek
elde edilir ve C°P ile gosterilir. Daha net
olarak, C°? kategorisinde,

1. nesneler C’nin nesneleridir,
2. X,Y €C°P ise,
Morcer (X,Y) = More (Y, X)
olarak tanimlanir ve

3. a°P € Morger (X,Y) ve
B°P € Morcor (Y, Z) ise,

B 0.0 = (a0 f)

‘ olarak tanimlanir. I

Bu tanimda morfizmalarin yoniinii soyut ola-
rak ¢evirdigimizi unutmayin! Ashinda kiime olarak
Morcer (X,Y) ile More (Y, X)) birbirine esittir. Ara-
daki farki hatirlamak icgin, karsit kategoriden aldi-
gimiz morfizmalarin {izerine op isaretini koyacagiz.
Ayrica (C°P)°P = C olacag: agikardir.

Ornek 12. Kiime kategorisinin karsit kategorisi-
nin nesneleri kiimelerdir. Ama Kiime®”’da X - Y
morfizmalar: Y’den X’e giden fonksiyonlar olarak
tanimlanmalidir. Dikkat ederseniz, bu tanimla bir-
likte karsit kategori Kiime®? un morfizmalar: artik
fonksiyon degildir.

Simdi ikililik ilkesini agiklamay: deneyelim:

Eger p 6nermesi tiim kategorilerde dog-
ruysa, 0zel olarak hem C hem de C°P
kategorilerinde dogru olacaktir. Dolayi-
styla bu tiir her 6nermeden, énermenin
igerdigi morfizmalarin yoniini degigti-
rerek elde ettigimiz onerme de biitiin
kategorilerde dogrudur.

Ancak, p'nin C’deki yorumu ile C°P’taki yorumlari
birbirinden farkhdir. Tlkeyi daha iyi 6ziimsemek
i¢in bag nesne - son nesne ikililigine gz atalim.

Oncelikle tanimi hatirlarsak, b € C'nin bag nesne
olmasi, her x € C icin,

More (b, x)

kiimesinin bir elemanli olmasina, yani, biricik b — =
morfizmasinin varligina denkti. Peki C°P katego-
risinde bas nesne hangi kosulu saglar? Yazalim:
b € C°P bas nesne olmasi i¢in, x € C°P verildiginde

[Morcor (b,z)| =1
olmalidir. Ama
Morcor (b, z) = More(z, b)
esitligi saglaniyordu. Oyleyse,

b € C°P bir bag nesnedir ancak ve ancak
b € C bir son nesnedir

onermesi dogrudur. Bir diger ifadeyle,

Onerme 1. C’deki bas nesnelerle C°P taki

son nesneler birebir eslegir.

Bu ve benzer tiim 6nermelere ikili 6nerme de-
nir. Ayrica basg nesne ve son nesnenin birbirinin
karsity ya da eslegi oldugunu soyleriz.

Heniiz ikililik ilkesini uygulamadik. Yukaridaki
Teorem e uygulayalim. ki kere okumaniz gereke-
bilir:
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Teorem [I]i tiim kategoriler igin kamtladik,
yani biitiin kategoriler icin dogru. Oyleyse
ozel olarak, verilen her C kategorisi igin
dogru oldugu gibi C’nin karsit kategorisi
C°P i¢in de dogrudur. Simdi eger C°P kate-
gorisinde bag nesne varsa, izomorfizmalar al-
tinda biriciktir. Ama yukaridaki eslemeden
dolay1, bu aym zamanda, “C kategorisinde
son nesne varsa, izomorfizmalar altinda, bi-
riciktir” anlamina da gelir.

Oyleyse ikililigi kullanip asagidaki teoremi ka-
nitlamig olduk.

Teorem 2. C bir kategori ve s € C bir son
nesne olsun. Bu durumda, herhangi baska
bir son nesneyle s arasinda biricik izomor-
fizma bulunur. Ozel olarak, son nesne, izo-
morfizmalar altinda, biriciktir.

Ilerleyen boliimlerde bu fikri kullarak yapabile-
cegimiz kanitlari, “ikililik ilkesinden” notuyla oku-
yucuya birakacagiz.

Not 1. Sifir nesneler ayni anda hem bag hem de
son olduklarmdan biricik olmalar1 gerektigi agiktir.

Cogu zaman egyapili olmayan nesneleri de kiyas-
lamak isteriz. Iki nesne arasinda morfizma olmasi
bir kiyas olsa da ¢ogu durum igin iyi bir kistas
(6lgiit) degildir. Yine kiimeler i¢in diigliniirsek, bog
olmayan iki kiime arasinda her zaman sabit fonksi-
yon(lar) tamimlayabiliriz. Ama bu fonksiyonlarin
varlign X ve Y hakkinda kayda deger ek bilgi ver-
mez. Ancak, 6rnegin, f : X - Y fonksiyonunun
birebir oldugu bilgisi 6nemli bir ek bilgidir. Dola-
yisiyla, izomorfizma olmayan; ama kargilagtirma
Olciitli olabilecek morfizma tiirleri vardir.

Buradaki soru birebir olmay1 kategorik ola-
rak nasil ifade edecegimizdir. Tanimi hatirlayalim:
f:X =Y fonksiyonu,

Va,be X, f(x) = f(y) = x=y

kogulunu sagliyorsa f’ye birebir denir, yani farkl iki
elemanin f altindaki goriintiileri de farkli olmalidir.
Kategorleri teorisini anlamaya baglayanlar bura-
daki sorunu hemen fark etmis olmali: Bu tanim
elemanlar1 kullaniyor! Kategoride elemanlar degil
morfizmalar 6nemliydi ve morfizmalar fonksiyon
olmak zorunda bile degil!

Bu sorunu agmak ¢ok da zor degil, ¢iinkii bire-
birlik ve benzer bir zorluk ¢ikarma potansiyeline
sahip oOrtenlik, elemanlara atif yapmadan da ta-
rif edilebilir. Kiimeler arasindaki fonksiyonlar s6z
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konusuyken, bir fonksiyonun birebirligi soldan tersi-
nin olmasina, ortenligiyse sagdan tersinin olmasina
denktir. Kategoriler teorisi i¢inde bu 6zellikleri sa-
delestirmeler araciligiyla verecegiz.

Tanim 7. C kategorisi ve f: X — Y mor-
fizmasi verilsin.

1. Her Z €C ve her hy,hy: Z — X igin,
fohi=fohy = hi=hy

saglaniyorsa f’ye monomorfizma ya
da kisaca mono,

2. Her Z €C ve her ¢g1,92:Y — Z igin,

giof=geof = g1=92

saglaniyorsa f’ye epimorfizma ya da
kisaca epi

denir.

)

Ozel durumda, C = Kiime olursa, monomor-
fizmanin birebirlik, epimorfizmaninsa ortenlik ola-
cagini gostermek zor degildir, bunu okuyucumuza
6dev olarak birakiyoruz.

Asikar olmayan 6rnek arayalim. Ilk aklimiza
gelen soru bir iist paragraftaki 6devin ne kadar
genel gecerli oldugu olmalidir, yani morfizmalarin
yap1 koruyan fonksiyonlar oldugu durumlarda, ben-
zer esgitlikler var midir? Bu sorunun cevabi yapiya
bagli.

Algtirma 2. Gruplar kategorisinde morfiz-
malar grup yapisine koruyan fonksiyonlards.

Bu morfizmalar i¢in birebirltk momomor-
fiklige, drtenlikse epimorfiklige denktir.

Bu aligtirmayla birlikte iddianin her zaman
dogru olabilecegi yanilgisina kapilinabilinir. Ancak
bu dogru degil. Basit 6rnek vermesi kolay degil,
ama yapay Ornek iiretebiliriz.

Ornek 13. X,Y e Kiime ve f: X — Y birebir
olmayan bir fonksiyon olsun. Kiime’nin f’yi ige-
ren en kiigiik alt kategorisi C;’yi diigiinelim. Bu
kategorinin nesneleri X ve Y olacak, ayrica idx
ve idy kimlik morfizmalarini da igerecektir. Son
olarak f morfizmasimi da ekleyelim. Bilegke iglemi
yine fonksiyon bilegkesi olsun.

Soru: f monomorfizma midir?

Sadece 3 tane morfizmamiz ve iki olasi bilegkemiz
oldugundan kogulu kontrol etmek ve kosulun sag-
landigin goérmek kolay. Dolayisiyla f fonksiyonu
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Cy kategorisinin morfizmas: olarak monomorfizma-
dir. Ancak fonksiyon olarak degerlendirdigimizde,
se¢imimizden dolay1 birebir degildir.

Dikkatli okuyucularimiz monomorfizmalarin ve
epimorfizmalarin da karsit kavramlar oldugunu
fark etmistir. Gergekten de tanimda tiim morfiz-
malarin yonlerini degistirdigimizde bu kavramlarin
yer degistirdigini gorebiliriz.

7

J

Algtirma 3. Her izomorfizmanin hem
mono hem de epi oldugunu gdsteriniz.

Alistirma 4. Yukardaki alistirmanin tersi
her zaman dogru degildir. Bir morfizmanin
hem epi hem de mono olmast o morfizmanin
izomorfizma olmasina gerektirmez. Ornek
bulmayr deneyebilirsiniz.

Not 2. Genel olarak, anlamli oldugunda, mono-
morfizmalarin birebir oldugunu gostermek zor de-
gildir. Ancak aym iddiay1 epimorfizmalar i¢in 6ne
siiremeyiz. Aligtirmalar: yapagelen okurlarimiz bu-
nun dogrulugunu gruplar arasindaki epimorfizma-
larin orten oldugunu gosterirken anlamis olmali!

Kaynaklar.

Kategoriler teorisi {izerine yazilmig ¢ok sayida
iyi kaynak bulunuyor. Buradaki yazilarin tamami
standart bir girig olugturdugundan hemen hemen
tiim kaynaklarda benzer sonuglar bulunuyor. Bu
sebepten yazi iginde atif vermedik. Yazilar1 hazirlar-
ken yanimda bulunan kaynaklarin listesini agagida
bulabilirsiniz.

Kategoriler teorisini yeni 6grenmeye baglayan-
lar i¢in 6nerecegim kaynak Leinster’in kitabi ola-
bilir. Bu kitab1 Bogazici Universitesi'nde 1 dénem
secmeli ders olarak okuttum ve ayrica 3 ayr1 do-
nemde toplam 10 6grenciyle bitirme projesi ola-
rak caligtik. Hem temel 6rnekler sunmasi hem de
degisik yaklagimlar getirmesiyle iyi bir baglangic
kitabidir.

Daha tecriibeli matematikgiler i¢in Mac Lane
daha iyi bir se¢imdir. Temel teoriyi saglam bir ge-
kilde 6gretiyor. Ama Ozellikle lisans seviyesinde ya
da cebirsel yapilarda tecriibesiz okuyucular igin
tavsiye etmiyorum. Eilenberg -Mac Lane makalesi
de iyi bir baglangi¢ olabilir ancak ilk makale oldu-
gundan “adjoint” izlecler ya da Yoneda Onsavi gibi
temel konular yer almiyor.

Cebirsel teorilere yonelimli okurlar i¢in Berrick-
Keating’i de 6neririm. Bu kitap i¢in iyi bir modiiller

teorisi altyapisi gereklidir. Benzer bir diger kaynak
Borceux’nun kitabidir.

Biraz daha uygulama agirlikli okumalar icin
Grandis’i de Oneririm, ama matematikg¢iler igin
biraz “degisik” bir kitap.

Bu kaynaklar tabii ki en temel sonuglar: ige-
riyor. Daha derin ve yiiksek seviye sonuglar igin
cok sayida degerli kaynak bulunuyor, bu yazida
iiziilerek bu kitaplara yer veremiyoruz.

Son Onerimizse bir web sayfasi. Her ne kadar
web kaynaklarinda 6nemli giiven sorunlar: olsa da
ncatlab sayfalar: saygin matematikgilerin kontro-
liinde geligen giivenilir bir kaynaktir. Kategoriler
hakkinda hemen hemen her gseyi buradan okumak
miimkiin.

Kaynaklar

[1] Berrick, A. J., Keating, M. E., Categories and
Modules with K-theory in view, Cambridge Stu-
dies in Advanced Mathematics 67, Cambridge
Universtiy Press, UK, 2000.

[2] Borceux, F., Handbook of Categorical Algebra,
Cambridge University Press, Cambridge 1994.

[3] Eilenberg, S, Mac Lane, S., General Theory of
Natural Equivalences, Trans. Amer. Math. Soc.
58 (1945), 231 - 294.

[4] Grandis, M., Category Theory and Applications,
World Scientific, New Jersey, 2018.

[5] Leinster, T., Basic Category Theory, Camb-
ridge Studies in Advanced Mathematics 143,
Cambridge Universtiy Press, UK, 2014.

[6] Mac Lane, S., Categories for the Working Mat-
hematician, Graduate Texts in Mathematics 5
Springer, 1997

[7] http://www.ncatlab.org

Tesekkiirler. Birkag ay énce Alp hoca, Ali Kara-
tay’in tezi lizerine bir yazi hazirladiklarin séyledi.
Tez kategoriler teorisi iizerineydi ve benim de bu te-
oriye bir giris yapmay: isteyip istemedigimi sordu.
Bir siire 6nce MD igin kategoriler hakkinda bir
kapak konusu planlayip vazge¢gmigtim; ama Alp
hocanin istegi iizerine bu plan canland: ve bu sa-
yida gordiigiiniiz yazilar ortaya cikti, kendisine hem
cesaretlendirmesi hem de yazilar1 okudugu igin te-
sekkiir ederim. Ayrica IThan Tkeda’ya, Ruslan Mus-
lumov’a, Deniz Yilmaz’a ve lisans 6grencilerimden
Musa Bakir’a yazilar: okuyup hatalar: diizeltmeme
yardimci olduklar: i¢in tesekkiir ederim.
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Kategorilerin aslen izlegleri ve dogal doniigtim-
leri anlamak {izere iiretilen yapilar oldugunu bi-
liyoruz. Bu ac¢idan bakildiginda bir an 6nce izleg
kavramini tanimlamamiz gerektigi diigliniilebilir.
Ancak kategoriler teorisinin en dikkat ¢eken uygula-
malarindan biri evrensel nesneler ve limit/es-limit
hesaplaridir. Bu kavramlar sadece kategoriler kulla-
nilarak tanimlanir ve aslen zor kavramlar degildir.
Yine de ilk okumada anlagilmasi zor olabilir. Ge-
nel sunumlarin aksine limitlere 6ncelik verip bu
boliimde tartigmaya ba§1ayacagle|

Oncelikle diyagramlardan bahsedelim.

Tanim 1. C kategorisinde bir diyagram,
C’nin baz1 nesneleri ve bu nesneler arasin-
daki baz1 morfizmalarindan olugan kiimedir.
Bir diyagrami genellikle, bu kiimedeki nes-
nelerin koselerde oldugu, morfizmalarin ise
yonli kenarlar: olusturdugu graflarla goste-
ririz.
]
Diyagramlar1 kategoriler teorisi kavramlarini
betimlemek ve evrensel nesneleri kurmakta kulla-

niriz.

Ornek 1. Sik kullamlan diyagram érneklerini gé-
relim:

Ay Ao

Sadece iki nesneden olugan bu diyagram biraz ugta
olsa da 6nemlidir. Bir diger temel 6rnek ayni hedefe
dogru giden iki morfizmanin oldugu diyagramdir.

A
B — C
Son olarak en standart orneklerden biri olan kare
diyagrami gorelim:

D1,

A
g la

BT>C

Cok daha karmagik diyagramlar da kurmak
miimkiin ama gimdilik yapmayacagiz.

Diyagramlari rasgele kurmak miimkiin olsa da
degismeli olanlar daha ige yarar orneklerdir. Bir
diyagramin degismeli olmasi, verilen iki nesneyi
birbirine baglayan tiim morfizmalarin bilegkeleri-
nin birbirine egit olmas1 anlamina gelir. Yukaridaki
orneklerin ilk ikisinde bilegke alabilecegimiz morfiz-
malar yok. Kare diyagramin degismeli olmasiysa,

aof=boyg

esitliginin saglanmas1 anlamina gelmektedir.

Ornek 2. Bir diger sik karsilagilan diyagram
ornegine de gz atalim.

/
QXY
g
Bu kez diyagramin degismeli olmasi,

foq=goq

esitligi demektir.

Alsgtirma 1. Asagidaki diyagramda veri-
len karelerin degismeli olmasi durumunda
cevreyi saran dikdortgenin de degismeli ola-
cagina kanaitlayinaz.

Diyagramlarin ¢ok sayida uygulamasi bulun-
maktadir. Bu bolimde 6nce evrensel nesnelerden
sonrasmdaysa limitlerden bahsedecegiz. Ik evren-
sel nesnemiz, iki nesnenin ¢arpimi olacak.

ITercih eden okuyucu énce izlegler yazimizi okuyup sonrasinda bu yaziya dénebilir. Hatta, ilk kez kategoriler teorisi

okuyan okurlara limitleri sona birakmalarimi tavsiye ederiz.
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Tanmim 2. C bir kategori ve Ay, Ay € C ol-
sun. Asagidaki kogulu saglayan her A € C
nesnesine bu nesnelerin bir ¢arpim: denir:

p1:A—> A vepy: A— Ay mor-
fizmalar: vardir ve verilen her
f: X —> A veg: X > Ay mor-
fizmalar1 igin biricik a: X — A
morfizmas1 vardir ve

proa=fvepoa=g

esitlikleri saglanir.

Carpim taniminin kuralim bir degismeli diyag-
ramla ifade etmek miimkiin:

X
3;(1
f A g

Ay As

Bir diger deyigle, A; ve As’nin carpimi, bu iki
nesneye giden morfizmalar: olan ve dahasi, bu iki
nesneye morfizmalari olan her nesneden, diyagram-
daki tiggenleri degismeli yapan biricik morfizma
kabul eden nesnedir.

Ornek 3. En temel érnegimiz Kiime kate-
gorisiydi. Ay, A3 € Kiime olsun. Bu durumda
kategorik garpimin kartezyen ¢arpim olacagini
gormek kolaydir. Gergekten, A = A; x Ay =
{(z,y) | = € A1,y € As} olursa, p; birinci
ve py ikinci koordinata izdiigiim fonksiyonlar:
olarak secilebilir. Simdi eger f: X - A; ve
g : X - A, fonksiyonlar: verilirse,

a:X > Az (f(z),9(x))

olarak tanimlayabiliriz. Bu tanimla a’nin yu-
karidaki diyagrami degismeli yapacag agiktir.
Bir diger kosul, a’nin verilen kosulu saglayan
biricik fonksiyon olduguydu. Eger o’ : X —
A,x — (x1,22) diyagram degismeli yapiyorsa,
her x € X i¢in,

prod(z) = f(x) ve ppod(x) = g(x)
olmali. Ama
p1o a’(x) =pi(z1,22) = 21

olacagindan 7 = f(z) buluruz. Benzer sekilde
29 = g(x) de bulunur.

‘ Bu 6rnegi takip ederek, herhangi bir kategori

C’de A ile B nesnelerinin ¢arpimi varsa, bu ¢arpimi
A x B ile gosterecegiz.

Ornek 4. Iki nesnenin carpimi var olmaya-
bilir. Yine dogal ornekler tiim okurlarimiza
hitap etmeyebileceginden basit bir 6rnek kura-
Lim. Kategorimiz A, B, C' nesnelerinden olug-
sun ve aralarindaki morfizmalar: agagidaki gibi
gosterelim.

A

ls

BT>C

Yani, kimlik morfizmalar: disinda sadece A —
C bir tane morfizma ve B - C bir tane daha
morfizma olsun. Kategori aksiyomlariin sag-
landig1 aciktir. Iddiamiz, bu kategoride A ile
B’nin ¢arpiminin olmadigi. Gergekten de eger
bdyle bir nesne olsaydi, bu nesneden hem A’ya
hem de B’ye birer morfizma olmasi gerekirdi.
Ama gekilden de goriilecegi gibi B’ye giden
hi¢ morfizma yoktur! Dolayisiyla carpim da
yoktur!

J

Not 3. Bazi nesnelerin ¢arpimlarinin var olup ba-
zilarinin var olmadig1 kategoriler de bulunur. Yu-
karidaki 6rnegi bu sekilde degigtirmek miimkiin!
Bu degisikligi yapmay1, okuyucumuza 6dev olarak
birakiyoruz.

Ikililik kavramindan bahsederken, her tanimi,
morfizmalarin yonlerini ters cevirerek karsit bir
tamima gevirebilecegimizi belirtmistik. Carpim igin
de bu miimkiin:

Tanim 3. C kategorisi ve By, By € C nes-
neleri verilsin. Agagidaki kogullar: saglayan
B € C nesnesine By ile By'nin escarpima
denir:

t1: By = B ve 15 : By > B mor-
fizmalar1 vardir ve verilen her
f:B; - X ve g: B, > X mor-
fizmalar1 igin biricik b: B - X
morfizmas1 vardir ve

boivy=fveboiy=g

esitlikleri saglanir.
=

Dikkat ederseniz, iki nesnenin ¢arpimi bu nes-
nelere ayr1 ayr1 morfizma yazabildigimiz evrensel
nesneyken, escarpim bu iki nesneden morfizma
kabul eden evrensel nesnedir. Kiimeler kategori-
sinde diigiiniirsek, carpimdan ¢arpanlara izdiigiim
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fonksiyonlar1 varken, egcarpimin carpanlarindan
escarpima fonksiyonlar olmali.

Aligtirma 2. Kiime kategorisinde escar-
puman ayrik birlesime denk oldugunu gdste-

TN,

Escarpimin kogulunu da degismeli diyagramla
ifade etmek miimkiin:

‘ Yukaridaki gibi escarpimin gosteriminde de
kiimelerdeki denkligi kullanacagiz. By, Bs € C nes-
nelerinin eggarpimi varsa bu escarpimi By U By ile
gosterecegiz.

Simdi carpim iglemine farkh bir gozle bakalim.
C kategorisinden A; ve Ay nesneleri verilmis olsun
ve bu nesnelere birer morfizma yazabilecegimiz
nesneler oldugunu varsayalim, yani,

{X€C|3X—>A1,X—>A2}

kiimesi bos olmasin. C4,, 4, kategorisini agagidaki
bilgiyle tanimlayalim:

1. Nesneler, a1 : X > Ay ve as : X - Ay C'de
morfizmalar olmak iizere (X, a1, aq) tigliileri
olsun,

2. (X,a1,a2),(Y,b1,bs) nesneleri arasindaki
morfizmalarsa agagidaki kogullar1 saglayan
a: X - Y morfizmalar olsun:

bioa=ay ve byoa =as

3. Bileske iglemi C’deki bilegke islemi ve kimlik
morfizmalar1 da yine C’deki kimlik morfizma-
lar1 olsun.

Bu tanimin gergekten bir kategori verdigini kanit-
lamamiz gerekli, ama bu zor degil. Tek yapmamiz
gereken ikinci koguldaki esitliklerin saglandigini
gostermek.

Alstirma 3. Ca, 4, nin bir kategori oldu-

gqunu gosteriniz.

Tanmimladigimiz Ca,, 4, kategorisinin A; ve
Ao’nin c¢arpimi olabilecek tiim nesneleri igerdigi

28

aciktir. Peki tim bu olasi nesneler i¢inde, ¢arpimi
belirleyen biricik kogul nedir?

Tabii ki evrenselliktir: C4, 4, kategorisindeki
tiim nesnelerden (A; x Ag,p1,p2)’ye biricik mor-
fizma vardir! Yani,

‘ (Ay x Aa, (p1,p2)) nesnesi Ca, 4, nin son nes-
nesidir.

Son nesnelerin evrenselligini kavramasi daha
kolay oldugundan bu gozlem evrensellik i¢gin iyi bir
aciklamadir. Benzer bir gozlemi, dikkatli bir gekilde,
escarpim ig¢in de yapabiliriz. Dikkatli olacagimiz
nokta, ikililikten dolayi, eggarpim tanimlayacagi-
miz kategorinin bag nesnesi olacaktir.

Alistirma 4. Escarpimin bas nesne oldugu

kategoriyi tamimlayiniz.

Carpim ve eggarpim kadar temel olan, ama
okuyucularin daha zor taniyacag: bir 6rnek daha
verelim.

Tanim 4. C kategorisi ve f,g: X - Y mor-
fizmalar1 verilsin. Asagidaki kogullar1 sag-
layan ¢ : @ — X morfizmasma (ve (Q,q)
ikilisine) f ve g’'nin esitleyicisi denir:

e foq=goqolmah ve

e eger ¢’ : Q' > X morfizmasi da foq' =
g o ¢ esitligini saghyorsa, ¢’ = go «
esitligini veren biricik o : Q" - @) mor-
fizmas1 vardir.

Yine diyagramlara bagvuralim: Asagidaki diyag-
rami degismeli yapan biricik o : Q" — Q) morfizmas:
bulunur:

f
QXY
AV g

Yukarida kiimeler kategorisi igin ¢ok sayida 6rnek
yaptik. Okuyucu yeni tanimi kiimeler kategorisine
kolayca uygulayabilmeli.

Alsgtirma 5. Kiime kategorisinde f,g :
X =Y fonksiyonlarimin egitleyicisini bulu-

nuz.

Biz biraz daha karmagik bir 6rnege goz atalim.
Bu 6rnek gruplar teorisinin temel tanimlarimi bil-
meyi gerektiriyor, ama diger taraftan neden temel
bir yapidan soz ettigimizi de gosteriyor.
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Ornek 5. Grp kategorisinde ¢ : G - H ho-
momorfizmasini ve ayrica G'nin tiim eleman-
larmm1 H’nin birim elemanina gotiiren 1: G —
H,g — 1y homomorfizmasin alalim. Bu iki
homomorfizmanin esitleyicisini bulmak istiyo-
ruz. Oncelikle,

¢
k —
K — (G — H
degigmeli diyagramini kurmamiz gerekli, yani
Oyle bir K grubu ve k£ : K — G homomorfiz-
mas1 bulacagiz ki

pok=10k

olsun. Ama esitligin sag tarafi 1 : K - H
homomorfizmasina egittir. O zaman k’nin go-
rlintiisii ¢’'nin 15’ye gonderdigi elemanlardan
olugmali. Bu tiir elemanlarin altgrubuna ¢’nin
cekirdegi denir. Evrensel bir nesne aradigimiz-
dan, K = Cek (¢) ve k =1: g~ g alahm. Bu
secimle birlikte,

Cek () —— G H% o

diyagrami degismeli olur. Ek olarak ikinci ko-
sulu, yani evrenselligi, kontrol etmeliyiz. Oy-
leyse,
4 ¢
k —
K — G — H

degismeli diyagrami verilmig olsun. Yapmamiz
gereken agagidaki diyagrami degismeli yapa-
cak biricik «: K’ - Cek (¢) homomorfizmasi
oldugunu gostermek:

¢
Gok (9) — G =3 H
1
-~ K
K
Bu tanimi yapmak zor degil; ¢linkii ilk diyag-
ramin degigmeli olmas1 Gor (k') € Cek (¢)
oldugu anlamina geliyor. Dolayisiyla tek yap-
mamiz gereken « = &’ almak. Okuyucu « igin
bagka bir secenek olmadigimi gostermeli!

. J

Bu ornekle birlikte agagidaki sonucu kanitlamig
olduk:

Onerme 1. Grp kategorisinde ¢,1: G —
H homomorfizmalarinin egitleyicisi ¢ nin

cekirdegidir.

Cekirdegin varligi gruplar teorisi igin énemlidir;
¢iinkli hem biitiin normal alt gruplar1 belirler hem
de izomorfizma teoremlerini kanitlamamiz saglar.
Yukaridaki sonucla birlikte egitleyicileri gekirdekle-
rin genellemesi olarak gorebiliriz.

Soru 1. C kategorisindeki f: A - B mor-
fizmasiman cekirdegini tanamlamak igin ne-

lere ihtiya¢ vardir?

Bu soruyu cevaplamak icin yukaridaki kaniti
dikkatlice incelemek gerekli. Cevap ¢ok zor degil!
Esitleyiciyi tanimlayan,

f
Q1> X_—"Y
g

diyagramina bir ¢atal denir. Carpimda oldugu gibi,
tiim gatallarin kategorisini kurabiliriz. Bu durumda
esitleyiciyi, catallar kategorisindeki son nesne ya
da evrensel ¢atal olarak tanimlamak miimkiin. Son
nesnelerin biricikligi, esitleyicilerin de biricik oldu-
gunun kanitin verir.

Alstirma 6. FEgitleyicinin karsitt olan
denklestiric{”] tanvmine yapimz. Kiime ka-
tegorisinde verilen iki fonksiyonun denkles-
tiricisine bulunuz.

20nceki isimlendirmemizi takip etseydik denk-
legtirici yerine es-egitleyici dememiz gerekirdi, ama
bu sdylemesi gii¢ bir kelime oluyor. Tercih ettigi-
miz isim Kiime kategorisi 6rneginden sonra tatmin
edici olacak.

]
Yukaridaki iki 6rnegin (garpim ve egitleyici) bir
ortak tarafi, her ikisinde de verilen bir diyagrama
giden evrensel morfizmalar araniyor olmasi. Sim-
diki amacimiz bu durumu olabildigince soyutlamak
ve herhangi bir diyagram icin ¢alisir bir tanim ver-
mek. Kategoriler teorisinin zor kurulumlarindan
biri olan limit kavramini basit bir formda ve kisaca
tanitacagiz. Oncii bir tanimla baglayalim.

Tanim 5. C bir kategori ve D bu kate-
goride bir diyagram olsun. D iizerinde bir
koni, K € C ve her D; € D nesnesi igin
bir morfizma d; : K - D; olmak iizere
(K, (d;)p,ep) ikilisinden olugur. Bu ikili,
D’deki her f; ; : D; = D; morfizmas: icin,

fijodi=d;

esitligini saglar.
)

Tanimi rasgele diyagramlar {izerinde gorselles-
tirmek zor olsa da sadece bir morfizma icin agagi-
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daki diyagrami géz 6niinde bulundurabiliriz:

K
7N
f’i,j

D, — 4 D,

Sozlii olarak sOylersek, D’'nin bir konisi, C’den bir
K nesnesi ve bu nesneden D’nin her kogesine gi-
den bir morfizmadan olusur. Ek olarak, D’deki her
morfizmanin, K’den koselere gelen morfizmalarla
olugturdugu (yukarida goriilen) tiggenlerin her biri
degismeli olmalidir. Bu ifadeyle birlikte “koni” te-
rimi daha anlaml olur; K’yi kose, diyagram ise
taban olarak diigiind{igiimiizde koni benzeri bir
yapi ortaya gikmaktadir.

Ornek 6. Asagidaki diyagram, kare diyagram iize-
rindeki bir koni 6rnegini gosteriyor.

B— D

Ornek 7. Yazinmn girisinde verdigimiz diyagram
orneklerinden ilki, aralarinda morfizma bulunma-
yan iki nesneden oluguyordu. Bu diyagram iizerin-

deki bir koni,
YN

D, D,

diyagramidir. Bu diyagramin ¢arpim taniminda
kullandigimiz diyagram oldugu agiktir.

Ornek 8. Esitleyici tamminda kullandigimiz di-
yagram iizerindeki koniye de bakalim. Diyagrami-

miz,

f
D1T>D2

Yukaridaki tanima gore, bu diyagram iizerinde bir
koni, K nesnesi ve dy : K - Dy ve dy : K - Dy
morfizmalarindan olusacak:

30

Ek olarak diyagramin degismeli olmasini, yani,
Jodi=dy=god;

olmasini istiyoruz. Gortiilecegi gibi, d; morfizmasini
se¢tigimizde degigsmeli olma kogulu ds’yi belirlemis
oldu. Dolayisiyla, aslinda konimiz,

/
K —%5 D, 7> D,
catalina denktir.

Daha karmagik 6rnekleri okuyucularimiz kura-
bilir. Simdilik yukaridaki érneklerle devam edelim.
Siradaki adimimiz tahmin edilebilir. Carpimda ve
esitleyicide oldugu gibi koniler kategorisinin son
nesnesini, yani evrensel konileri belirlemek istiyo-
ruz.

Tanim 6. C kategorisi ve bu kategoride D
diyagrami verilsin. D diyagraminin limiti D
diyagrami tizerindeki evrensel konidir ve

limD
@

ile gosterilir.

S —

Yukaridaki tamimda evrenselligin anlami su-
dur: lime D = (L, A = (A\;) p,ep) ise ve eger (K,d =
(di)p,ep) ikilisi D iizerinde bir koniyse, Aol =d
esitligini saglayan,

l:(K,(di)p,en) — lié11D

biricik morfizmas: vardir.

Ornek 9. D= (A; A,) aralarinda morfizma
olmayan iki nesne oldugunda,

hén(A] AQ) = (Al X A2a (plap2))

| olacaktir.

Ornek 10. Bir C kategorisinde D = (f, g :
B; — Bsy) oldugunda,

lim(f,9)

limiti f ve g'nin C’deki esitleyicisidir.
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Alhsgtirma 7. Herhangi bir kategori C’de
bos diyagraman limitinin son nesne oldu-

gunu kanatlayinaz.

Ornek 11. Son bir limit 6rnegi daha verelim. Daha
kolay anlagilmasi i¢in C = Kiime, Grp ya da FVek
olsun. Diyagramimiz,

A:A1< A2< A3< A4<

f2 I3

f1 fa

olsun. Ornegin, kiimeler kategorisinde f; fonksiyon-
larim igerme olarak secersek, diyagram Ao, A;’in
altkiimesi, A3, Ao’nin altkiimesi vs anlamina gelir.
Simdi A tizerindeki bir koni (K, (a;);en) ikilisi ola-
cak. Burada K € C ve her i € N i¢in a; : K — A;’ler
C’de morfizmalardir. Ayrica her i > 2 igin,

fic10a; = aj1

esitligi saglanmali, yani agagidaki tiggenler degis-
meli olmali:

K
2 % l’”&‘
Al\fl A2<f2 A3<f3 A4<f4

Kategori se¢imimizden dolay1 tiim morfizmalar
aym zamanda fonksiyon olmali. Oyleyse her z € K
elemanini, z; = a;(k) olmak lizere (x;);en dizisiyle
egleyebiliriz. Bu egleme birebir olmak zorunda de-
gil. Iddiamiz limit koniyi elde etmek icin birebirlik
ozelliginin yeterli oldugudur, yani,

lim A = ({(@:)ien | @ € Ai ve a;(2:) = i} (pi)2)

esitligi saglanir. Burada p; ¢’inci koordinata olan
izdiigim fonksiyonunu gostermektedir. Bir diger
ifadeyle, limit nesnemiz, tim A;’lerin kartezyen
carpiminin yukaridaki ek kogulu saglayan eleman-
larindan olugan altkiimedir. Tanimladigimiz kiime-
nin A {izerinde bir koni oldugu agiktir. Bu koninin
ayni zamanda evrensel koni oldugunu kanitlamayn,
kanitin zor olmadigimi belirterek, ilgili okuyucuya
birakiyoruz.

Algtirma 8. lime A ’nin gercekten A’nin

limiti oldugunu gdsteriniz.

Q Bu 6rnekte kurdugumuz limit aslen iyi bilinir ve
ters limit olarak adlandirilir. Iyi bilinen gosterimi
asagidaki gibidir.

Pa—

N

Alistirma 9. Kiime kategorisinde f; fonk-
styonlarnin icerme fonksiyonlary oldugu du-
rumda limiti hesaplayimiz.

I

,
J

Alstirma 10. Grp kategorisinde, p bir
asal sayr olmak iizere, A; = Z[p'Z ve f; :
Z|p" 7 — 7[p' 7 fonksiyonu mod p’de he-
saplama oldugunda limiti hesaplayiniz.

I

Simdi sira geldi ikililik prensibini kullanip eg-
limit tanimlamaya! Okuyucu ne yapacagimiz kesti-
rebiliyor olmali: Tiim oklar: ters cevirecegiz! Yuka-
rida ipucu olarak ¢arpimi tersine ¢evirmistik. Simdi
ayni iglemi tiim diger tanimlara uygulayalim.

J

Tanim 7. C bir kategori ve D bu kate-
goride bir diyagram olsun. D altinda bir
kila{, K € C ve her D; € D nesnesi igin
bir morfizma d; : D; - K olmak iizere
(K, (d;)p;ep) ikilisinden olugur. Bu ikili,
D’deki her f; ; : D; - D; morfizmasi igin,

djo fij=di

esitligini saglar.

%Ingilizcede oklar ters cevrildiginde elde edilen
tanimlar igin “co-” 6neki kullanilir. Tiirk¢edeyse
bu ek genelde “es-” Onekiyle kargilaniyor. “Koni”
kelimesi igin “eskoni” demek gerekirdi; ama bunun
yerine kiilah demeyi tercih ettik.

Yukaridaki 6rneklerde oklari gevirme gorevini
okuyucuya birakalim. Kullandigimiz terimi anla-
silir kilmak {izere kare diyagram altindaki kiilahi
paylasiyoruz:

Kiilahlarin evrensel olanlarimi isimlendirelim:

31
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Tanim 8. C kategorisi ve bu kategoride D
diyagrami verilsin. D diyagraminin es-limiti
D diyagrami altindaki evrensel kiilahtir ve

eslim D
@

ile gdsterilir.
7

Yukaridaki tanimda evrenselligin anlami sudur:
eslimeD = (L, A = (Ai)p,ep) ise ve eger (K,d =
(di)p,ep) ikilisi altindaki bir kiilahsa, [ o A = d
esitligini saglayan,

l :eslcim]D) — (K, (d;) p,e)

biricik morfizmas: vardir.

Limit orneklerinde oklar1 ters gevirip eglimit he-
sab1 yapmay1 okurlarimiza birakalim. Ortaya ¢ika-
cak kavramlar: tanimaya ¢alismak da aligtirmanin
bir parcasi!

Sik kullanilan bir eglimiti agagida hesaplaya-
cagiz. Bu kez oklar1 ters gevirip limiti hesaplama
aligtirma olacak.

Ornek 12. Eg-limitini hesaplayacagimiz
diyagram D:

Dl f1,2 Dz

lf1,3
D3

\. J

Ik olarak bu diyagramm altindaki kiilahlari
belirleyelim. Tanimi takip edersek elde edecegimiz
diyagram agagida:

Dy fi,2 D,

f1,3l
Ds h do

K

2ing. pushout.
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Olusan ti¢genlerin degigmeli olmasi kogulundan do-
lay1,

dyo fip=di=dso fi3
esitlikleri saglanir, yani d; morfizmasi ds ve ds3 ta-

rafindan belirlenir. Bu morfizmay: silip kalanlar
biraz kisaltirsak,

Dy fi,2 D,

l‘fl,S ldz
d

D3 — 3 K
degismeli diyagramini elde ederiz. Simdi,

eslcim]D = (E, (ez2,€3))

olsun. Evrensellik kogulunu agagidaki diyagramda
gorelim:

D, f1,2 D,

lfl,?) J/62

Ds —% B \*®
ds ™ 1

N
~

K

Yukarida tarif ettigimiz evrensel kiilah, D’'nin ileri
itimﬂ va da fiberli toplams olarak adlandirilir.

Alistirma 11. Kiime kategorisinde fiberli
toplamu belirleyiniz. Ik advm olarak az ele-

manly kiimeler se¢ip hesap yapmaniz faydal
olacaktur.

Limitlerle ilgili baz1 ek sonuclar1 Limit ve Es-
limat II yazimizda kanitlayacagiz. Bu kisa girigin
ardindan izleclere 6ncelik vermemiz yerinde olur.
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Kategoriler teorisinin nesneler yerine nesneler
arasindaki iligkilere 6nem verdigini belirtmigtik. Bu
bakis acisiyla kategoriler arasindaki iligkileri ince-
lememiz kacinilmazdir! Aslinda temel amaglarimiz-
dan birisi farkli matematiksel nesne topluluklar
arasindaki iligkileri incelemekti, dolayisiyla katego-
rilerin nesneler oldugu topluluga géz atmamiz gok
dogal! Tabii bu fikri kabul ettigimizde, kategoriler
arasindaki iligkiler arasindaki iligkileri de sorgula-
maliy1z! Sonrasindaysa durmak igin tek gerekcemiz
sayfa siirlamasi olacak.

Izlecleri kategorilere atifta bulunmadan da dii-
siinebiliriz. Kategoriler teorisi uzmanlarindan John
Baez, yeterince iyi olan her benzetmenin bir izleg
olmay1 arzulayacagini séylerE

Kategoriler cebirsel yapilar oldugundan, arala-
rindaki “morfizmalar” “yap1 koruyan fonksiyonlar”
gibi olmali. Dolayisiyla, 6nce nesneler arasinda bir
iligki kurmali, bunu morfizmalara, nesnelerin kim-
liklerini koruyacak sekilde genisletmeli ve bilegkeyi
korumasini saglamaliyiz:

Tanim 1. C ve D kategorileri arasinda bir
izlec F:C — D,
1. bir F; : Ob(C) - Ob(D) fonksiyonu
ve
2. bir Fy : Mor(C) - Mor(D) fonksiyo-
nundan
olugan F' = (F}, Fy) ikilisidir. Bu ikilinin
- F5(Mor¢(A, B)) € Morp (Fy1(A), Fi(B)),
- her nesne X € C igin, F>(idx) = idp, (x),
-her f: X > Y ve g:Y - Z morfizmalar
igin,

Fy(go f) = Fa(g) o Fa(f)

kosullarini saglamasi beklenir.

Yukaridaki tanimda her ne kadar F; ve Fy fonk-
siyonlar1 ayr1 birer fonksiyon olsa da yazim kolaylig

i¢in her ikisini de F ile gosterecegiz. Bu tanimla
birlikte izleglerin yapi koruyan fonksiyon ikilileri
oldugu kolaylikla goriilmektedir.

Ornek 1. En kolay izle¢ 6rnekleri unutkan
izle¢ olarak adlandirdigimiz ve verilen yapinin
baz1 parcalarini unutan izleglerdir. Ornegin,

F : Grp - Kiime

izlecini her grup G’yi kiime olan G’ye gotii-
ren, yani grup islemini unutan ve her grup
homomorfizmasi ¢ : G - H'yi kendisine go-
tiiren, yani ¢’'nin grup islemini korudugunu
unutan izleg olarak tanimlariz. Bu 6rnekleri ko-
laylikla ¢ogaltabiliriz: Halkalardan Abel grup-
larina, halkalardan tekgelere, vektor uzaylarin-
dan Abel gruplarmma vs ¢ok sayida unutkan
izle¢ bulunmaktadir. Her ne kadar anlamsiz
goriinse de unutkan izlecler kritik noktalarda
siklikla kullanilan 6nemli araglardir.

Ornek 2. Daha elle tutulur bir érnek icin tekrar
kiimeler kategorisine dénelim. A kiimesinin kuvvet
kimesi P(A), A'min tiim alt kiimelerinin kiimesi
olarak tamimlanir, yani A’nmin kuvvet kiimesi,

P(A)={X|XcA}
kiimesidir. Simdi her f: A - B fonksiyonu verildi-
ginde
P(f):P(A) > P(B)
fonksiyonunu X ¢ A’daki degeri,
P(H(X) ={f(z) |z eX}

kiimesi olan fonksiyon olarak tanimlariz. Tanim ge-
regi P(f)(X) c B’dir. Ayrica, eger f =idg: A > A
kimlik fonksiyonuysa, P(ida) = idp(a) olacag agik-
tir. Son olarak, eger g : B — C' fonksiyonu verilirse,

P(g)eP(f)=P(gef)
esitligi de saglanacaktir. Dolayisiyla,
P : Kiime - Kiime

izlecini elde etmis oluruz.

I Aciklama gerekli olmasa da bu sbz, iyi bir benzetmemiz oldugunda bu benzetmeyi izleg olarak gorebilecegimiz

kategoriler aradigimiza dikkat gekiyor.
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Yukaridaki 6rnek her ne kadar agikar olmayan
bir 6rnekse de kategorileri kargilagtirma amacimiza
hizmet etmiyor. Bu amag igin iki farkli kategori
arasinda bir izleg¢ kuralim.

Ornek 3. G bir sonlu grup olsun. Bu grubu
tek nesneli, * diyelim, morfizmalar1 G grubu
olan & kategorisi olarak gorebilecegimizi be-
lirtmigtik. Simdi,

F: 86 - Kiime

izlecinin gruplar i¢in ne anlama geldigini bula-
lim. Oncelikle, F(x) € Kiime bir kiime olmali,
yani ilk olarak bir kiime seciyoruz. Ikinci adimi-
miz, &’deki her morfizma igin, yani her g € G
i¢in,

F(g): F(») = F(%)
fonksiyonunu segmek olmali. Bu fonksiyon kim-
lik morfizmasini, yani g = 1’1, kimlik morfiz-
masina gotiirmeli, yani

F(l) = idF(*)

saglanmali. Ayrica bileske korunmali, yani her
g,h € G igin,

F(g-h)="F(g)oF(h)

olmali. Bu esitlik ayrica F(g7') = F(g)™! ol-
masim gerektirdiginden her g € G igin F(g)
tersinirdir.

Tiim bu sonuglar1 bir araya getirirsek, F’nin
aslinda bir G-kiime belirlemeye denk oldugunu
goriiriiz]’] Aslinda, &’den Kiime kategorisine
izleclerle G-kiimeler arasinda birebir esleme
vardir. Dolayisiyla tiim G-kiime teorisini izleg-
ler cinsinden ifade etmek miimkiin olmali.

“Hatirlamayanlar i¢in, X kiimesinin bir G-kiime
olmasi, 1-z = x ve (gh) -z = g- (h-x) esitliklerini
saglayan bir G x X - X, (g,z) ~ g -z fonksiyonunun
var olmasi demektir.

Ornek 4. Yukaridaki 6rnegi genellestirmek miim-
kiindiir. Kiime kategorisi yerine herhangi bir ka-
tegori koyarsak G’nin bu nesneler {izerindeki tem-
sillerini elde ederiz. Ornegin,

F:® > FVek

izlegleri G'nin F-temsillerine kargilik gelir.

Ornek 5. G ve H iki grup olsun. Karsilik gelen
bir nesneli kategorileri & ve §) ile gosterelim. Eger
¢ : G - H bir grup homomorfizmasiysa,

P:6->9

izlecini * € & biricik nesnesini * € £ biricik nes-
nesine, g : * - * morfizmasimysa ¢(g) : * > *
morfizmasina gotiiren izle¢ olarak tanimlayalim.
Bu tanimin gergekten bir izleg verdigi kolayca gos-
terilebilir.

Simdi, F' : & - § bir izleg olsun. F' biricik
nesneleri birbirine gotiirmeli. Ayrica, F', morfizma
kiimeleri arasinda da bir fonksiyon iiretecek:

F:G- H.

Iddiamiz bu fonksiyonun bir grup homomorfizmasi
oldugu. Gergekten de izle¢ tanimindan dolay: birim
eleman birim elemana gider. Ayrica bilegke iglemi
grup carpmasi oldugundan, bilegkeyi korumanin
anlami grup islemini korumaktir.

Dolayisiyla grup homomorfizmalariyla kargilik
gelen grup kategorileri arasindaki izlecler arasinda
birebir egleme vardir.

Ornek 6. Bir énceki yazimizda diyagramlar:
tanimlamigtik. Ashinda diyagramlar da izleg
olarak gérmek miimkiin. C bir kategori ve Z
bir kii¢iik kategori olsun. Bu secimlerle, her
bir,

D:ZT-C

izlecine C’de I seklinde bir diyagram denir.
Bir 6nceki yazimizdaki diyagramlar1 Z katego-
risinin degisik se¢imleriyle elde edebilecegimiz
aciktir.

Ornek 7. Son bir 6rnek daha verelim. Bu kez to-
polojik uzaylar kategorisinden ¢ikan bir izle¢ tanim-
layacagiz, topoloji bilmeyen okurlarimiz bu 6rnegi
atlayabilir.

Top, ile noktali topolojik uzaylarin kategorisini
gosterelim. Nesneler bir noktasi sabitlenmis topo-
lojik uzaylar (X, ) ve morfizmalar ise sabitlenmisg
noktalar1 birbirine gotiiren siirekli fonksiyonlar ola-
cak.

Simdi (X, z) € Top, olsun. Bu uzaym temel
grubunu m (X, z) ile g('jsterelimﬂ Stirekli fonk-
siyonlar homotopi smiflarini korudugundan, f :
(X,z) - (Y, y) stirekli fonksiyonu f*:m (X,z) -
m1(Y,y) grup homomorfizmasim {iretir’| Dolayi-
siyla

m : Top, - Grp

izlecini elde etmis olduk.

‘ Yedi 6rnekte, yapi unutan izlegten kuvvet kii-
mesi alana, grup etkilerini taniyan izleglerden di-
yagramlara, temel grup iireten izle¢ten grup homo-
morfizmalarina kadar birbirinden bagimsiz gériinen

2Kisaca, temel grup a’teki déngiilerin homotopi simflarinm grubudur. Detaylar icin temel topoloji kitaplar: incelenebilir.
3f*1n grup iglemini korudugunu ayrica kamtlamak gereklidir.
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kavramlar: érgiitleyen ortak bir cat: kurduk. Or-
nekler her alandan gelecek sekilde gogaltilabilir.
Sadece bu basgariy1 gostermek bile takdire sayan-
dir! Bir de izleglerle ilgili sonuglar elde edip tiim
bu orneklere uygulayabildiginizi diisiiniin! Ne ala!
Ama zor!

izleg tiirleri

Yaygin kullanilan ve pratik izleg 6rnekleri de
verecegiz, ama once izlegler hakkinda temel bir-
kac soruyu cevaplayalim. Ilk olarak izlec tiirlerini
diigiinelim. Bir izlecin birebir olmasi ya da 6rten
olmasi gibi dzelliklerden bahsetmek istiyoruz. Her
izleg, biri nesneler biri morfizmalar {izerinde olmak
iizere iki fonksiyondan olugtugundan bu kavramlar
hangi fonksiyon ic¢in kullanmak istedigimize karar
vermeliyiz. Kategorilerde nesneler degil morfizma-
lar 6nemli oldugundan ilgimizi ilk olarak ikinci
fonksiyona odaklayalim.

Tanim 2. C ve D kategorileri ve F':C - D
izleci verilsin.

1. Eger her A, B € C igin,
F :Home (A, B) > Homp(F(A),F(B))

fonksiyonu ortense F' izlecine dolu de-
nir.

2. Eger her A, B €C igin,
F :Hom¢ (A, B) > Homp (F(A), F(B))

fonksiyonu birebirse F izlecine sadik
denir.

Bu tamimda, dolu olmanin 6rten, sadik olma-
ninsa birebir anlamina gelmedigine dikkat edelim.

- Dolu izle¢ morfizmalar iizerinde érten olmak
zorunda degildir; ¢iinkii nesneler iizerindeki
fonksiyonun goriintiisiinde olmayan nesne-
ler arasindaki morfizmalar agikta kalir. Yani,
dolu izlegler sadece goriintiilerindeki nesneler
arasindaki morfizmalar i¢in ortendir.

- Sadik izlegler birebir olmak zorunda degildir;
giinkii A # A’ olsa bile F(A) = F(A") olabilir
ve bu durumda F' sadik olsa bile f: A - B
ile g : A’ - B’nin goriintiileri ayn1 olabilir.
Yani, sadik izlegler sadece tanim ve hedef
nesneler sabitlendiginde birebirdir.

Ornek 8. Yukaridaki érneklerimizden bazilarina
gbz atalim.

- Unutkan izlecler dolu degildir; ¢ilinkii yapinin
bir kismini1 unuttugumuzda yeni yapilar ara-

sinda daha ¢ok morfizma ortaya cikar. Orne-
gin gruplardan kiimelere gittigimizde, sadece
grup homomorfizmalarini degil tiim fonksi-
yonlar1 diigiinmemiz gerekir. Diger taraftan
bu izlegler sadiktir; ¢linkii temelde sadece
yap1 unuturlar, elemanlara uygulanan kural
degigmez.

- Kuvvet kiimesi izleci de dolu olmayan sadik
bir izlectir. (Aligtirmal)

- Grup etkileri i¢in, halihazirda sadik grup et-
kisi kavrami mevcuttur ve bu iki kavram, yani
sadik grup etkisi ve sadik izleg, birbiriyle 6r-
tiiglir. Diger taraftan dolu izlece karsilik gelen
grup etkileri ilging degildir. Okuyucu 6rnek
bulmay1 deneyebilir.

- Dolu izleg 6rnegi icin grup homomorfizmala-
rin diigiinebiliriz. Yukarida belirttigimiz gibi,
B — 9 izlegleri ile G - H grup homomorfiz-
malari eglegir. Dahasi, bu egleme dolu izlecleri
orten homomorfizmalarla, sadik izlecleriyse
birebir homomorfizmalarla eglemektedir.

Her ne kadar morfizmalara 6nem versek de nesneler
arasindaki fonksiyon tizerine de anlamli kogullar
koyabiliriz.

Tanim 3. C ve D kategorileri ve F': C - D
izleci verilsin. Eger her D € D igin D =

F(A) olacak bir A € C bulabiliyorsak F
izlecine éziinde orten ya da yogun denir.

Bir diger ifadeyle, verilen bir izle¢ nesneler iize-
rinde 6rten olmasa da eger bu izlecin goriintiisi,
verilen her nesneyle es-yapili en az bir nesne ige-
riyorsa bu izlece 6ziinde Srten diyecegiz. Ilerleyen
sayfalarda 6ziinde 6rten olmanin énemini goérece-
giz.

Ornek 9. Daha 6nce bir kategorinin iskeletin-
den bahsetmigtik. C bir kategori ve S(C) ise
bu kategorinin bir iskeleti olsun. Bu secimle,
igerme izleci,

1:8(C)=C

Ozunde orten olur.

Bu noktada yeni bir kavram ortaya atacagiz.
Yukarida tanimladigimiz izlegler morfizmalarin yo-
niinii korur, yani, F' : C - D izleci f : A - B
morfizmasin F(f): F(A) > F(B) morfizmasima
gotiiriiyor. Ancak bazi dogal tamimlarda bunun
aksine davranan génderimler de var. Bunlar1 da
teoriye eklemek iizere agagidaki tanimi yapalim.
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Tanim 4. C ve D kategorileri arasinda bir
aksi izle{"| F : C - D,
1. bir Fy : Ob(C) - Ob(D) fonksiyonu
ve
2. bir F3 : Mor(C) - Mor(D) fonksiyo-
nundan olugan
F = (F, F) ikilisidir. Bu ikilinin
- F3(Morc (4, B)) € Morp(F1(B), F1(4)),
- Her nesne X €C igin, F5(idx) = idp, (x),
-Her f: X - Y ve g:Y — Z morfizmalar:
i¢in,

Fy(go f) = Fa(f) o Fa(g)

kosullarini saglamasi beklenir.

“Eilenberg-MacLane’in ilk izle¢ 6rnegi morfiz-
malarin yoniinii degistirmektedir. Bu yiizden “cont-
ravariant” olarak adlandirdiklarini belirtirler. Son-
rasinda yon degistirmeyen izlegler i¢in “covariant”
onekini kullanirlar. Ama aslinda izle¢ denilince “co-
variant” izle¢ anlagilmas1 gerektigi agiktir. Bu se-
bepten biz sadece yon degistirme durumu igin bir
terim iirettik.

Izle¢ tanimiyla karsilagtirdigimizda gercekten
de morfizmalarin aksi yondeki morfizmalara gitti-
gini goriiyoruz. Bilegkeyi koruma kuralim da degis-
tirdigimizi gézden kagirmayin!

Dikkatli okuyucumuz aksi izleclerle karsit kate-
goriler arasindaki iligkiyi fark etmis olmali:

Onerme 1. C > D aksi izlecleri ile C°P —

D izlegleri birebir eglegir.

Burada kanitlayacak bir sey yok, aksi izleclere
diigen morfizmalar: ters ¢evirme gorevini karsit
kategori alma islemine yaptirdik.

;

Ornek 10. F bir cisim olsun. FVek ile sonlu
boyutlu F-vektor uzaylarinin kategorisini gos-
teriyoruz. V € FVek i¢in V’nin es-uzayr V™,
V’den ¢ikan tiim dogrusal fonksiyonellerin%]
uzayidir. Verilen T : V. — W dogrusal dé6-
niigiimi es-uzaylar arasinda, ama aksi yonde
bir dogrusal doniigiim verir. Gergekten, eger
f: W — T bir dogrusal fonksiyonelse, f o T :
V — F olur. Dolayisiyla,

Hompvek(v, W) - HOIIlFVek(VV*7 V*)
fonksiyonunu elde ederiz. Oyleyse,

-*:FVek - FVek,V » V*
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izleci morfizmalarin yoniinii degigtiren bir aksi
izlegtir.

“Hatirlatma: Bir dogrusal fonksiyonel f, V’den
F’ye tanimli dogrusal doniistim demektir.

Izleclerle olan yakimn iliskisinden dolay1 aksi iz-
lecleri ayrica incelemeye gerek duymuyoruz. Ilerle-
yen sayfalarda kritik noktalarda kargimiza ¢ikma
potansiyelleri oldugunu belirtip izle¢ 6rneklerimize
devam edelim.

Hom-izlegleri

Rasgele iki kategori verildiginde, bu kategoriler
arasinda bir izle¢ bulmak kolay degildir. Ashnda
benzer bir sorun daha temel yapilarda da bulu-
nuyor; rasgele iki grup arasinda anlaml bir grup
homomorfizmasi yazmak da agikr bir is degildir.
Bu engeli agmanin birkag standart yolu bulunuyor.
Ik yol Kiime kategorisine giden hom-izlecleridir.

C kategorisi ve A € C nesnesi verilsin. A’daki
hom-izlecini g6yle tanimlariz:

Home (A4, -) : € — Kiime

verilen B € C nesnesini Home (A, B) kiimesine go-
tiiriir. Eger f: B - C' C’de bir morfizmaysa,

Home (A4, f) : Home (A, B) > Home (A, C)

fonksiyonu g € Home (A, B) morfizmasim fog €
Home (A, C) morfizmasina gotiiriir. Yani f* :=
Home (A, f) fonksiyonu f ile bilegke alma fonk-
siyonudur.

Her ne kadar basit bir tanim gibi goriinse de
hom-izlegleri kategorilerin en temel nesnelerinden
birisidir. En iinlii kategoriler teorisi sonucu olan
Yoneda Onsavi (bir sonraki yazimizda!) bunun ka-
nitlarindan birisidir.

Dikkatli okuyucular verilen A nesnesini birinci
degil de ikinci koordinata koymamiz durumunda
bir aksi izleg elde edecegimizi fark etmigtir. Aksi
hom-izlecleri de hom-izlecleri kadar kullamigh arac-
lardir.

Kategoriler teorisi anlatmanin/yazmanin en zor
yanlarindan biri ilging 6érnekler vermek icin gerekli
altyapimin fazlahgi. Hom-izleclerinin &zellikleri ve
uygulamalar: da bu sinifa giriyor. Yine de bir 6n-
ceki yazimizi okuyanlar i¢in limit/eg-limit koruma
tlizerine bir sonu¢ kanitlamaya ¢aligalim. Analitik
limitleri hatirlarsaniz, siirekli fonksiyonlarin dizile-
rin limitini korudugunu biliriz. Bu yénde bir sonug
verecegiz.
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Teorem 1. C kategorisi ve A € C
nesnesi ve D S C diyagrams wverilsin.
Hom izleci Home(A,-), D’nin limitini
Home (A, D) 'nin limitine gétirir, yani

Homc(A,lién]D)) = Khm Hom¢ (A, D)

saglanar.

J

Bir izleci diyagramda nasil hesaplayacagimiz-
dan bahsetmedik; ama okuyucu bunu rahatlikla g6-
rebilir. Diyagramlar nesneler ve bu nesneler arasin-
daki morfizmalardan olugur. Verilen izleci bunlarin
her birine ayr1 ayr1 uyguluyoruz. Kaniti vermeden
once limitin her zaman korunmadigini gosteren bir
ornek verelim.

s =\

Ornek 11. F : Grp - Kiime unutkan iz-

leci tiim limitleri korumaz; ¢iinkii Grp kate-

gorisinde bag nesne bir elemanli grup 1 iken,

F(1) e Kiime bag kiime degildir! Cebirsel ya-

pilar arasindaki unutkan izlegler genel olarak
| limitleri korumaz.

Simdi teoremin kanitini verebiliriz.
Kanat. Notasyonu basitlestirmek iizere,
D* = Home (A, D)

yazalm. D’nin C’deki limiti lime Dyi (L, (1;);)
ile gosterelim. Burada [; : L - D; morfizmalar
l; = fi; ol; esitligini saglayan biricik morfizmalar-
dir. Yukaridaki gibi, L* = Hom¢ (A, L) yazalim.
Amacimiz (L*, (I7);) ikilisinin D*’'m Kiime’de-
ki limiti oldugunu gostermek. Bu amagla D* {ize-
rinde Kiime’de bir koni (K, (d;);) alahm. Burada,

d; : K - D} =Hom¢(A, D;)

morfizmalarnm f7*;od; = d; esitliklerini sagladigim
varsaylyoruz. Bu gosterimle birlikte, yapmamiz ge-
reken,

di = l: oa

kogulunu saglayan biricik,
a: (K, (di)i) - (L7, (1):)
fonksiyonunu belirlemek.
Sabit bir k € K i¢in d;(k) : A - D; morfiz-

malarmi diiginelim. K bir koni oldugundan bu
morfizmalar,

fz*J odi(k) = (fz*](dl))(k) = dj(k)
egitliklerini saglar. Dolayisiyla her k € K igin
(A, (di(k)):) ikilisi C’de D iizerindeki bir konidir.
Oyleyse,
di(k) =1; o oy,

esitligini saglayan biricik ay : A = L morfizmalari
bulabiliriz.

Simdi a : K — L* fonksiyonunu a(k) = «y, ola-
rak tanimlayalim. Bu fonksiyonun,

IFoa=4d;

esitligini sagladig1 ve dolayisiyla aradigimiz fonk-
siyon oldugu agiktir. Bu kogulu saglayan bagka
bir fonksiyon olmadiginin kanitini, zor olmadig:
notuyla, okuyucuya birakalim. O

Yukaridaki teoremin karsit kategorideki anla-
muini diigliniirsek, diger hom-izleci Home (-, A)’'nin
es-limitleri koruyacagim gorebiliriz. Ikililik pren-
sibiyle kanitladigimiz bu sonucu ayr1 bir teorem
olarak yazalim.

Teorem 2. C kategorisi, A € C nesnesi
ve D diyagrams wverilsin. Aksi hom-
izleci  Home(-,A), D’nin  es-limitini
Home (D, A) 'nan es-limitine gotirir, yani

Hom, (eslcim D, A) = %slim Hom¢ (D, A)

saglanar.
]

Bu yazilarda yer vermeyecek olsak da morfizma
kiimeleri iizerinde ek yapilar olan kategoriler de
vardir. En temel 6rnek FVek kategorisidir, morfiz-
malar, yani dogrusal doniisiimler, Abel grubu ya-
pisina da sahiptir. Boyle durumlarda hom-izlegleri
de ilgili kategorilerde deger alir.

Carpim izlegleri

Yaygin kullanilan bir diger izle¢ tiirii hom-
izleclerine benzer bir kuruluma sahip. Bu kez sonlu
carpimlarin hepsine sahip bir C kategorisi ve B € C
nesnesi segelim. Carpim izleci,

-xB:C-_,

nesneler iizerinde A — A x B, morfizmalar tizerin-
deyse,

A—=>B s AxB

f fxidp

A — B s A« B

ile tanimlanir. Bu érnekte daha 6nce kullanmadi-
gimiz bir gosterim kullandik. Dikkat edilirse bu
gosterimle izlecin hem nesnelerdeki hem de mor-
fizmalardaki kuralimi bir kerede vermisg oluyoruz.
Siklikla kullanilan bu goésterim 6zellikle siradaki
yvazimizda kullanigh olacak.
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Modiil Kategorileri icin Tensor ve Hom-
izlegleri

Ozellikle cebirsel hesaplarda siklikla kullanilan
bir diger izleg tensor ¢arpimlariyla veriliyor. Bu 6r-
nek i¢in modiiller teorisi bilgisi gerekli. Bu konuyu
bilmeyen okurlarimiz bir sonraki béliime gegebilir.

R bir halka olsun. Rmod ile sonlu iiretilmis
R-modiillerinin ve R-modiil homomorfizmalarinin
kategorisini gosterelim. Bagka bir halka S verildi-
ginde bir (S, R)-bimodiilii soldan S-etkisi ve bu
etkiyle degismeli sagdan R-etkisi altindaki bir Abel
grubudur. Bimodiilleri modiil kategorileri arasinda
izlecler tanimlamak igin kullanabiliriz.

Kisa bir hatirlatma yapalim: Eger M bir (S, R)-
bimodiil ve N bir R-modiilse tensoér carpimi M g
N g0Oyle tanimlanir:

M®rN=MxN/[(mr,n)~(m,rn)

Buradaki oran, M x N'nin paydada verilen R-etkisi
altindaki yoriingelerini belirtiyor. Bu yoériingeler
iizerindeki S-etkisi, S’nin M {izerindeki sol etki-
sinden tiiretilmigtir. Tensér ¢arpiminin 6zellikleri
yazimzin amaci diginda. Tlgili okuyucuyu klasik
modiiller teorisi kitaplaria yonlendiriyoruz.

M bir (S, R)-bimodiilii olsun. M’yi kullanarak
asagidaki izleci iiretebiliriz.

M ®r - : Rmod - Smod

N%M@RN

R 7 lidpy®rf

LTSN S

Tensor izleci modiiller teorisindeki en etkin
araclardan biridir. Ozel durumda, eger R c S ise
ve M = S alirsak, S ®g — izleci alt halka R’nin
modiillerinden S-modiiller iireten izleg olur. Kiiciik
halkalarin modiillerinden daha biiyiik halkalarin
modiillerini iireten bu iglem bir tiir cebirsel tiime-
varimdir.

Bu noktada, yukarida tanimini verdigimiz hom-
izleglerinin farkl bir versiyonunu tanimlayacagiz.
Oncelikle modiiller i¢in hom-gruplarini tanimlaya-
lim. M, N € Rmod olsun. Notasyonu basitlegtir-
mek lizere,

HOIDR(M,N) = HomRmod(MaN)

yazalim. Bu kiime iizerinde bir Abel grup yapist
tammlayalim: Her f, g € Homg(M, N) igin,

f+g: M —>N,mw f(m)+g(m)
olsun. Bu iglemin gercekten Abel grup iglemi oldu-

gunu okuyucu kanitlayabilir.
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Dahasi, eger N' ¢ Rmod ve h: N — N’ ise,
h* :Homp(M,N) - Hompg (M, N")

fonksiyonu yukaridaki Abel grup yapisimi korur.
Dolayisiyla,

Hompg(M,-) : Rmod - Kiime

izlecinin gorintiisii ashinda Abel gruplar: kategori-
sinde kalir, yani,

Hompg(M,-) : Rmod -~ Ab

olur.

Simdi S halkasin1 da alalim ve M’nin bir
(R, S)-bimodiil oldugunu varsayalim. Bu durumda
Hompg(M,N) grubunu agagidaki etkiyle bir S-
modiil yapabiliriz: Her s € S ve f € Homg(M,N)
igin,

(s-f)(m) = f(m-s).
Esitligin sag tarafinda m - s etkisi S'nin M {ize-
rindeki sag modiil yapisindan gelmektedir. Sol-sag
degisimi bu etkinin birlegsmeli olmasini saglamak-
tadir. Detaylar1 bir kez daha okuyucuya birakalim.

Bu kurulumla birlikte hom-izlecinin asil hede-
fini de bulmusg olduk. M bir (R, S)-bimodiil oldu-
gunda,

Homp(M,-) : Rmod - Smod

izlecini elde ederiz.

Kurulumu bimodiilleri bilmekten fazlasini ge-
rektirmediginden, hom ve tensor izlecleri hem mo-
diiller hem de temsiller i¢in en kullanigh araclar-
dandir. Standart bimodiil se¢imleriyle ortaya ¢ikan
bu iki izleci kullanip bir halkanin modiilleri igin ¢ok
degerli sonuglar1 kanitlamak miimkiindiir. Katego-
riler teorisi yaklagimiyla bu fikirleri takip etmek
isteyen okurlar Berrick ve Keating’in kitabina goz
atabilir.

Kategoriler Kategorisi

Kategorileri nesneler arasindaki iligkileri ince-
lemek tizere tanimlamistik. Izlecler ise kategoriler
arasindaki iliskilerdi. Oyleyse artik kategorilerin
kategorisinden bahsedebiliriz. Paradokslara yol agc-
mamak i¢in dikkatli bir tanim yapacagiz.

Ornek 12. KTGR ile nesneleri kiiciik kategoriler
morfizmalariysa izlegler olan kategoriyi gostere-
cegiz. Bilegke iglemi fonksiyonlarin bilegkesinden
tiireyen iglem, kimlik morfizmasiysa tanimi kolayca
tahmin edilebilecek olan kimlik izlecidir.

KTGR kategorisinin devasa oldugunu soyle-
meye gerek yok! Hemen hemen tiim matematigi
igerir ve baglangicta hedefledigimiz farkli matema-
tiksel yapilar1 kargilagtirma igin elverisli bir ¢ergeve
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sunar. Kargilagtirma yaparken ilk bilmek istedigi-
miz, nesnelerin ne zaman egit/eg-yapili/denk oldu-
guydu. Ayni soruyu KTGR igin soracagiz.

Daha 6nce de gordiiglimiiz gibi egit olmak ¢ok
siki bir kavramdi. Gruplar icin, esitlik grup yapi-
si1 tamimlayan kiimelerin egitligi demekti. Oysa
ilging olan tanmim, daha zayif bir kavram olmasina
kargin, yapilarin “esitligi”’ydi. Kategoriler icin de
benzer bir durum s6z konusu, ama agagida goster-
meye caligacagimiz gibi, bu soyutlama seviyesinde
es-yapili olmay1 da zayiflatmamiz gerekli. Oncelikle
kategorilerin izomorfizmasini tanimlayalim.

Tanim 5. F :C — D izleci verilsin. Eger
GoF =id¢ ve F oG =idp

esitliklerini saglayan bir G : D — C izleci
varsa F' izlecine bir izomorfizma denir. Ay-
rica C ve D kategorilerine de es-yapuli denir.

Kisacasi, C ile D’nin es-yapili olmasi, bu kate-
gorilerin KTGR iginde eg-yapili olmasi anlamina
gelmektedir. Daha acik bir ifadeyle, nesneleri bi-
rebir ve orten eglerken aralarindaki morfizmalar
da birebir ve 6rten eglememiz gerekir. Bu beklenti
cok kisitlayica olup kategorilerin 6ziine aykiridir ve
denk kabul edilmesi gerektigini hissettigimiz bazi
kategorileri birbirinden ayirir. Kisitlamay1 daha
net gormek icin eg-yapili ve eg-yapili olmayan, ama
olmasi gerektigini hissettigimiz kategori 6rnekleri
bulmak gereklidir. Bu yazida verebilecegimiz temel
ornekler siirli olsa da birkac tane listeleyelim. Tlk
Oornegimiz eg-yapili olan iki kategori veriyor.

- G bir sonlu grup, F bir cisim olsun. F[G] ile
G'nin F {izerindeki grup cebirini gosterelim.
Simdi G’nin F-temsillerinin kategorisi ile sol
F[G]-modiillerin kategorisi birbirine izomor-
fiktir. Bu sonug temsil kuraminda iyi bilinir
ve temsilleri ¢caligmanin aslinda modiilleri ca-
lismaya denk oldugu anlamina gelir.

Temsiller teorisini bilenler, temsil ile modiil kav-
ramlar1 arasinda bir fark gézetmez. Kategori olarak
es-yapili olmalar1 dogaldir. Ama asagidaki érnek
buradaki eksikligi géstermektedirﬁ

- F bir cisim olsun. FVek ile sonlu boyutlu
F-vektor uzaylarimin kategorisini gostermis-
tik. Bu kategori iizerinde bir izle¢ tanimla-
yacagiz. V € FVek icin V'nin es-uzayr V*,
V’den ¢ikan tiim dogrusal fonksiyonellerirﬁ

uzayidir. Eg-uzayin es-uzayimi da tanimla-
mak miimkiin, bu uzay1 V** ile gbsterelim.
Bu kurulum,

—** . FVek - FVek, V > V**

izlecini verir. Yer tasarrufu etmek i¢in mor-
fizmalar iizerindeki tanimi erteliyoruz. Dog-
rusal cebirden iyi bildigimiz gibi, V ile V*
izomorfiktir; ancak bu izomorfizma, segilecek
bir tabana bagli oldugundan, “dogal” degil-
dir. Ne var ki V ile V** izomorfizmasi, baz
seciminden bagimsiz olup, dogaldir. Bu iki
uzay1 birbirinin ayni kabul etmek isteriz, yani
es-uzay almanin FVek kategorisinin bir 6z-
izomorfizmasi olmasini bekleriz. Ancak yu-
karidaki tanimla bu dogru degildir; ¢linkii V'
ile V** egit degildir.

Bir diger dogal 6rnek icin sonlu kiimeleri diigiine-
cegiz. SnlKm ile sonlu kiimeler ve aralarindaki
fonksiyonlarin kategorisini gosterelim.

Bu kategorinin iyi bildigimiz bir tam alt kate-
gorisi bulunuyor: SnlOrd ile nesneleri, n € N igin
{0,1,...,n—1} kiimelerinden olusan alt kategoriyi
gosterelim. Bu kategorinin 6nemli bir 6zelligi farkh
iki nesnenin higbir zaman eg-yapili olmadigidir.

Sonlu kiimelerle ilgili en 6nemli bilgilerden bi-
risi, bu kiimelerin eleman sayisin1 tanimlayabilecek
olmamizdir. Eleman sayisi hesaplamanin bir yolu,
verilen X € SnlKm ile SnlOrd kategorisinin nes-
neleri arasinda bir izomorfizma bulmaktir.

Aslinda sonlu kiimeler s6z konusu oldugunda,
aralarinda birebir ve 6rten fonksiyonlar bulunan
boylesi iki kiimeyi, sadece morfizmalara bakarak
birbirinden ayirt edemeyiz. Dolayisiyla, bu bakis
agisiyla, bu iki kategori birbiriyle denk gibi goriiniir.
Ancak SnlKm % SnlOrd oldugu da agiktir.

Buradaki sorunu kavramak yeni baglayanlar

i¢in kolay olmayabilir. Yukaridaki iki 6rnekten 6g-
rendigimiz bilgi:
‘ Iki kategori arasinda ileri-geri gidip geldigi-
mizde bagladigimiz nesneyi degil de onunla dogal
olarak es-yapili bir nesneyi bulabiliriz ve bu nesne,
her ne kadar esit olmasa da hemen hemen her
durumda basgladigimiz nesnenin yerini tutar.

Dolayisyla bu tiir bir duruma da izin veren bir
tanima ihtiyacimiz var. Bunu basarmak icin bir
adim daha 6teye gitmeli ve izlegler arasindaki iligki-
leri incelemeliyiz. Istedigimiz sey tam olarak, izlec-
lerin birbirine egit olmasa da (6rnegin G o F' = id¢
gibi) es-yapili olabilecegini sGyleyen bir kavram
ortaya atmak. Dogal dénisimler ad1 verilen bu
kavrami siradaki yazimizda tanitacagiz.

4Bu 6rnek ayn zamanda kategoriler teorisinin baglangici olan Eilenberg-MacLane makalesinin de girigidir. Kisaca
degindigimiz bu 6rnegin aslini herkesin okumasini tavsiye ederim.
5Hatirlatma: Bir dogrusal fonksiyonel f, V’den F’ye tamiml dogrusal doniisiim demektir.
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Kategorileri nesneler arasindaki iligkileri 6n
plana ¢ikarip inceleyen matematiksel yapilar olarak
tanittik ve galigtik. Sonrasinda kategorileri nesne
kabul eden kategoriler kurabilmek amaciyla izlec-
leri, yani kategori morfizmalarim tanimladik. Yine
de dikkat ederseniz amacimiza ulagtigimiz soylene-
mez; ¢linkii temelde bilinen sonuclar isimlendirmis
olduk. Heniiz ¢ok yeni seyler syleyemedik.

Bu yazimiz kategoriler teorisinin asil 6nemini
ortaya koyacak. Amacimiz izlecler kategorisi ku-
rabilmek. Bunun igin ilk adimsa nesneleri izlegler
olan bir kategori i¢in morfizmalar tanimlamak ola-
cak. Peki bu neden gerekli? Bir 6énceki yazimizin
sonunda kategori izomorfizmalarindan bahsetmis
ve bu kavramin ¢ok kisitlayici oldugunu soylemis-
tik. Kisitlayicihigin temelinde iki izlecin bilegkesinin
kimlik izlecine esit olmasi gerekliligi yatiyordu. Bu
kosulu zayiflatabilmek icin egitligi izomorfizmayla
degistirecegiz. Dolayisiyla izlegler arasindaki mor-
fizmalari, yani dogal doniigiimleri, bu amacimiza
da hizmet edecek gekilde tanimlamaliyiz.

Dogal doniisiimler ve dolayisiyla izleg¢ katego-
rileri teorinin asil giiciidiir ve ¢ok sayida uygula-
malar1 bulunmaktadir. En iyi bilinen sonug olan
Yoneda Onsavi'nin bir sonucu, gruplar icin kanit-
lanan Cayley Teoremi’nin bir versiyonunun kate-
goriler i¢in dogru oldugunu séylemektedir, yani
tiim kategoriler aslinda izle¢ kategorisidir. Tiim
kapak konusunun asil sonucu olan bu énsavin, ¢ok
da zor olmayan kaniti ve uygulamalar: bir sonraki
yazimizda olacak!

Verilen iki kategori C ve D arasinda, F,G :
C — D izleglerini alalim. Her X € C i¢in D’nin
nx @ F(X) - G(X) morfizmasim segelim ve
n = (nx)xec yazalm. Ayrica X,Y € C igin bir
f: X = Y morfizmas: verilsin. Bu durumda agagi-
daki diyagrami kurabiliriz.

X F(X) 25 G(X)

lf J{F(f) lG(f)

Y F(Y) 25 G(Y)

Bu diyagramda soldaki siitun C kategorisindeyken
sagdaki kare D kategorisinde bulunuyor.

Tanim 1. Yukaridaki gosterimlerle, eger
7 = (nx)xe morfizma ailesi her f € C
morfizmasi i¢in yukarida verilen diyagram-
lar1 degismeli yapiyorsa, yani C’deki her
f: X =Y icin,

G(f)onx =ny o F(f)

esitligi saglaniyorsa 7’ya bir dogal dénistim
denir ve n: F' = G ile gosterilir.
)

Bagka bir ifadeyle, dogal doniisiimler izlecle-
rin goriintiileri arasinda bir uyumluluk olmasini
sagliyor. Tanim kategorisindeki tiim morfizmalarin
goriintiilerini birbirine bdyle uyumlu bir gekilde
donitigtiirebilmek verilen iki izle¢ arasinda dogal bir
iligki bulundugunu gosteriyor.

Dogal doniigtimleri gostermenin biraz da haval
bir yolu asagida:

Ornek 1. Asikar olmayan ornekleri agagida
verecegiz, ama siradaki tanimlar i¢in gerekli
kimlik morfizmasini gérelim. Yukaridaki ta-
nimda, eger F' = G ve nx =idx alirsak diyag-
ramlarin degigmeli olacag aciktir. Dolayisiyla
idp := (idx)xec morfizma ailesi F’den F’ye
bir dogal doniistimdiir ve F’nin kimlik morfiz-
masi olarak adlandirilir.

Dogal doniigiimlerin iki farkl gekilde bilegkesi
miimkiindiir. Bizim i¢in agagidaki yontem yeterli
olacak[]

Yukarida tanimim verdigimiz bileske “dik bilegke” olarak da bilinir. Tamimin simdilik vermeyecegimiz “yatay bilegke”

2-kategori tanimi i¢in kagimilmazdir.
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Tanim 2. Yukaridaki gosterimlere ek ola-
rak H :C — D izlecini alalim. n: F' - G ve
¢ : G —» H dogal doniigtimlerinin bileskesi
Com: F — Hi (Cx o11x)xec morfizma
dizisi olarak tanimlanir.

F
TR
C—-c—- D
NI

H

Tanimin gercekte bir dogal doniigiim verdigini
gormek i¢in degismeli oldugunu gostermemiz gere-
ken bir diyagram bulunuyor. Bu problemi limitler
yazimizda aligtirma olarak vermistik. Simdi dogal
izomorfizma tanmimi yapmaya haziriz:

Tanmim 3. C,D kategorileri, F,G : C - D
izlegleri ve 1 : F' = G dogal doniisimii ve-
rilsin. Eger

Con=idp ve no( =idg

esitliklerini saglayan bir dogal doniigiim
¢ : G = F varsa n’ya (ve ('ya) dogal izo-
morfizma denir. Eger F ile G arasinda do-
gal izomorfizma varsa, F' ve G'nin dogal
es-yapily oldugunu soyler ve F' = G yazariz.

Verilen bir izlecin dogal izomorfizma oldugunu
gosterebilmek igin tersini bulmak yerine her bir
pargasinin izomorfizma oldugunu gostermek de ye-
terlidir:

Onsav 1. 1: F - G dogal doniigiimai veril-
diginde m’nin bir dogal izomorfizma olmasu

her A € C ig¢in na 'man izomorfizma olmasina
denktir.

Kanit1 zor olmayan bu 6nsavi kontrol etme go-
revini okuyucularimiza birakiyoruz.

Ornek 2. ilk 6rnegimiz icin izleclerden birini ola-
bildigince basit alalm. F' : C - D izleci z € D
nesnesinde sabit izle¢ olsun, yani biitiin A € C nes-
nelerini x’e, biitiin morfizmalariysa id,’e gotiirsiin.
F yerine S, yazalm.

Bu gosterimle, 7 : .S, - G’nin dogal doniisiim
olmasi i¢in, her A € C i¢in 7, : © > G(A) morfizma-
sin1 se¢melidir. Ayrica C kategorisinde f: A - B
morfizmas: verildiginde,

G(f)ona=ns

esitligi saglanmali. Egitligin sag tarafinda S, (f)

olmadigina dikkat ediniz. Bu morfizma x’in kimlik
morfizmasi oldugundan yazmamiza gerek yoktur.

Bu kurulumu taniyabildiniz mi? Taniyamadiy-
saniz, G'nin goriintiisiiniin D’de bir diyagram ola-
rak goriilebilecegi ipucunu degerlendirin! Bu du-
rumda (z,n) ikilisinin bir koni oldugunu gorebilir-
siniz.

Ornegin karsitin1 diigiiniirsek, yani F'yi degil
de G’yi sabit alirsak ortaya gikacak olan dogal d6-
niistimlerin kiilahlara kargilik gelecegi artik aciktir.

Her iki izlecin de sabit oldugu durumu deger-
lendirmeyi okuyucularimiza birakiyoruz.

Ornek 3. Ikinci 6rnegimiz icin bu kez katego-
rilerden birini basitlegtirelim. G sonlu grubunu
ve bu grupla iligkilendirdigimiz bir nesneli &
kategorisini alalim. Hatirlarsaniz,

F:® - Kiime

izlecleriyle G-kiimeler arasinda birebir esleme
vardi.

Oyleyse iki izle¢ F, F': & — Kiime alalim ve
bunlara kargilik gelen G-kiimeleri X = F(*)
ve Y = F'(*) ile gosterelim.

Ayrica i : F = F' bir dogal doniigiim olsun.
Tanim kategorisinde tek bir nesne oldugundan
aslinda 7 sadece bir tane fonksiyondan olusa-
cak: 7, : X = Y. Son olarak n'nin saglamasi
gereken uyumluluk kosulu, her g € G igin,

F'(g)on. =n.0F(g)

esitligini verecektir. Bu esitligi daha agik ya-
zalim. Oncelikle F'(¢g)'nin g'nin X iizerindeki
etkisi anlamina geldigini hatirlayalim. Dolayi-
styla, her x € X i¢in, yukaridaki egitligi

g-n«(x)=n.(g9-z)

olarak yazabiliriz. Bu esitlik 7, in G-etkisine
saygl duyan bir fonksiyon (ya da G-kiime ho-
momorfizmasi) oldugu anlamia gelir.

Ornek 4. Izle¢ 6rneklerimizden bir digeri kuvvet
kiimesi izleciydi:

P :Kiime - Kiime, X ~ P(X)

Kiime kategorisinin kimlik izlecinden P’ye bir do-
gal donligim 7 : idkgme = P tamimlayacagiz. Her
X e Kiime icin,

nx X - P(X), ze{x)

fonksiyonu olsun, yani X’in her elemanini bu ele-
mani iceren bir elemanl alt kiimeye goénderiyoruz.
Bu tanimin bir dogal doniigiim oldugunu kanit-
lamak i¢in agagidaki kare diyagramin degismeli
oldugunu gostermeliyiz:
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X X 5 p(X)

.

Y Yy s p(Y)

Tanimlar: uygulayip hesaplayalim. Oncelikle saga
giden fonksiyonla baglarsak,

(P(f) enx)(x) =P({z}) = {f(2)}

elde ederiz. Simdi ilk olarak asagiya giden fonksi-
yondan baglayalim:

(ny o f)(@) =ny (f (@) = {f(2)}.

Gorildigi gibi esitlik var, dolayisiyla kare diyag-
ram degismelidir. Oyleyse 7 : idkme = P’nin bir
dogal doniigiim oldugunu kanitlamig olduk.

Ornek 5. Yukaridaki izlecler icin dogal olmayan
bir doéniisiim 6rnegi de verelim. A : idkijme — P’'nin

X

€ Kiime bilegenini,

Ax: X ->PX), z» X

ile tamimlayalim, yani tiim elemanlar1 X kiimesine
gotiiriiyoruz. Bu kez elde edecegimiz,

X X 255 p(x) )
etr
lf lf lP(f) R My,(R) —> R
Y Y 2 p(y) lf Jaertn lf
S M, (S) L5

diyagrami her zaman degismeli olmak zorunda de-
gildir; ¢ilinkii 6nce saga giderek yaptigimiz hesap
f(X) ¢ Y verirken, 6nce agagiya giderek yapti-
gimiz hesap Y kiimesini verir. Dolayisiyla A’nin
tamimladig fonksiyon ailesi bir dogal doniisiim de-
gildir.

-

Ornek 6. Ilging 6rneklere ulasabilmek icin
kategorilerimizi iyilegtirmemiz gerektigi agik.
Dogal doniisiimlerin en giizel 6érneklerinden
biri olan bu érnegimiz temel halka ve determi-
nant bilgisi gerektiriyor. Ik olarak DHlk ile
degismeli halkalai”] kategorisini, Tek ile tekge-
lerin’| kategorisini gosterelim. Bu kategoriler
arasinda iyi bilinen iki izleci hatirlayalim.

M,: R,S € DHIk olsun. Sabit n € N igin,
girdileri R’den olan n x n matrislerin
kiimesini M, (R) ile gosterelim. Matris
garpimu altindaki M, (R) bir tekgedir.
Ayrica f: R — S halka homomorfizmasi
verildiginde, f’yi girdilere ayr1 ayr1 uygu-
layarak elde ettigimiz M., (f) : M, (R) -

fizmasi olur. O zaman,
M, : DHIk - Tek

izlecini tamimlamig olduk. (Kimlik mor-
fizmalarinin ve bilegkenin korundugunun
kanitim okuyucumuza biraktik.)

F: Ikinci izlecimiz R halkasmin toplama is-
lemini unutan unutkan izle¢ olsun, yani,

F:DHIk >Tek, R—R, fof

Simdi M, izleciyle F izleci arasinda bir dogal
doniigim kurabiliriz. Dogrusal cebir dersle-
rinden hatirlanacag iizere her matrisin bir
determinant1 vardir. Eger X € M,(R) ise
detr(X) € R olur. Ayrica,

detR(X . Y) = detR(X) . detR(Y)
esitligi de dogrudur. Dolayisiyla,
detr: M,(R) - R

tekce homomorfizmas: vardir. Iddiamiz det =
(det r) repHIK Min bir dogal doniigiim oldugu-
dur. Bunun i¢in asagidaki diyagramin degis-
meli oldugunu kanitlamaliyiz:

Diyagramin degismeli oldugunu kanitlamak
icin tek hatirlamamiz gereken, bir matrisin
determinantinin bu matrisin girdilerinin belli
bir kuralla carpilip toplanmasiyla elde edilebi-
lecegidir. Dolayisiyla, énce bu formiilii uygula-
yip daha sonra formiildeki elemanlara tek tek
halka morfizmas1 f’yi uygulamakla 6nce f’yi
sonra formiilii uygulamak sonucu degigtirmez!
Bir diger ifadeyle,

det: M, = F

bir dogal doniigiimdiir.

“Tim halkalarda ¢arpma isleminin etkisiz elema-
nina sahip oldugunu varsayiyoruz.

bTekge, birim eleman: ve birlesme 6zelligi olan bir
islem altindaki kiimelerdir. ingilizcesi monoid olan bu
yaplya bazen monoit de denir.

Son &rnek olarak bir 6nceki yazimizin sonunda

acik biraktigimiz soruya donelim ve bir dogal izo-
morfizma 6rnegi bulalim.

M, (S) fonksiyonu bir tek¢e homomor-
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Ornek 7. F bir cisim olmak iizere,
-*:FVek - FVek

izlecini tanimlamig ve bu izlecin, her ne kadar nes-
neler lizerinde izomorfizma iiretse de bu izomor-
fizmanin dogal olmadigimi belirtmigtik. Simdi —**
izlecinin tirettigi izomorfizmalarin dogalligini goste-
relim. Bunun i¢in kimlik izleciyle bu izle¢ arasinda
bir dogal izomorfizma bulacagiz.

Ikinci es-uzay izlecinin dogal doniigiimlere et-
kisini tanimlamamigtik. Simdi ihtiyacimiz olacak.
O yiizden eksik tanimlar vererek baslayalim. Tlk
olarak T': V - W dogrusal déniigiimii verildiginde,

W ->V*
dogrusal doniiglimii, «: W — F fonksiyonelini,
T (a):V->F, vea(T(v))

fonksiyoneline gotiiriir. Oyleyse, bu islemi bir kere
daha tekrarlarsak, T : V** - W** dogrusal do-
niglimii, her uwe V** ve o €e W* igin,

T (u)(a) = u(T"(a))

olarak tanimlanmali. Biraz karmagik gériindigi
kesin, ama okuyucu kagit kalem alip tanimlarin
anlamli oldugunu ve ortaya ¢ikan yapinin bir izleg
verdigini gorebilir.

Simdi bizim amacimiz,

0 :idpvek = -

yazacagimiz bir dogal izomorfizma bulmakti. Ta-
nimlayalim: Her V' € FVek icin,

oy : V-V veev,
olsun. Burada,
evy,: V' >TF, a~a(v)

ile verilen “hesaplama” déniigiimiidiir. é’'nin dogal
doniisiim oldugunu kanitlamak igin agagidaki di-
yagrami diigiinelim:

1% VoA,
|
W W W,

Degigmeli olup olmadigini kontrol edelim: v € V' ol-
sun. Goriinti W** icinde olacagindan, hesaplama
igin, ayrica a € W* segelim.

(77 0 6v) (@) (o)

(T**(evv))(a)
evy, (T (@))
a(T'(v))

Diger taraftan,

(GwoT)())(@) = (5w (T(v)))(a)

= €Vr(v) (Oé)

a(T(v))

Esitliklere ulagtik. Dolayisiyla ¢ : idgpvex = —* bir
dogal doniigiimdiir. Son olarak, her pargasi bir izo-
morfizma oldugundan § bir dogal izomorfizmadar.

‘ Sonug olarak, ikinci eg-uzay1 hesapladigimizda
bagladigimiz vektor uzayiyla dogal olarak es-yapili
olan bir vektor uzay: elde ettigimizi gostermis ol-
duk.

Temsil Edilebilir izlecler

Yukarida tanimini verdigimiz hom-izleglerinin
bir genellemesi olan temsil edilebilir izlegler aracili-
giyla, genis bir izleg ailesini ¢aligmak miimkiindiir.

Tanim 4. C kategorisi ve F': C - Kiime
izleci verilsin. Eger

F = Home (X, -)

dogal izomorfizmasini saglayan bir X € C
nesnesi varsa F’ye temsil edilebilir izleg de-
nir.

e —

Temsil edilebilir izlegler ¢ok yaygin olarak or-
taya ¢ikmaktadir ve bir sonraki béliimde kanitlaya-
cagimiz Yoneda Onsavi’yla birlikte uygulamalar
da oldukca yaygindir. Hom-izleclerinin limitleri
korumas: 6zelligi temsil edilebilir izle¢lerde de bu-
lundugundan limit/es-limit hesaplarinda da biiyiik
kolayliklar saglamaktadir. Onceki sayfalarda tanim-
ladigimiz unutkan izleglerin biiyiik boliimi temsil
edilebilir izleglerdir. Okuyucular aligtirma olarak
bu izlegleri bulmay1 deneyebilir. Yardimer olmak
tizere iki 6rnek verelim.

v \

Ornek 8. Grup islemini unutan,
F : Grp - Kiime

izleci temsil edilebilirdir. Kanit i¢in F’yi temsil
eden bir grup bulmaliyi1z. Detaylar1 okuyucuya
birakip,

F =z Homgrp(Z,-)

oldugunu verelim.
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Ornek 9. ikinci 6rnegimiz yine aym kategori-
ler arasinda. p bir asal say1 olsun.

Socy, : Grp — Kiime

izlecini G’yi G’deki mertebesi 1 ya da p olan
elemanlarin kiimesine goétiiren izleg olarak ta-
mmlayalim. Kanitin1 okurlara birakacagimiz
iddiamiz:

Soc, 2 Homarp(Z/pZ, -)

izleg Kategorileri

Es-yapili izle¢ 6rnegimizi kategori denkliklerini
tanimladiktan sonra verecegiz. Oncelikle izleg ka-
tegorilerini tanimlayalim.

Tanmim 5. C ve D kategorileri arasindaki
izlegler kategorisi [C, D],

1. nesnelerin F' : C — D izlecleri,

2. F,G:C — D izlegleri arasindaki mor-
fizmalarinsa 7 : ' = G dogal donii-
stimler kiimesi

DD(F,G)

oldugu kategoridir. Bilegke islemi dogal d6-
niigiimlerin bilegkesiyle, kimlik morfizmala-
riysa izleglerin kimlik morfizmalariyla veri-
lir.

Tlerleyen sayfalarda ve genel olarak tiim kate-
goriler teorisinde, izlegler kategorisi denilince yu-
karidaki tanim aklimiza gelir. Yani bu ismi kul-
landiktan sonra morfizmalarin dogal doniisiimler
oldugunu, bilegkenin yukaridaki bilegkeyle verildi-
gini ayrica belirtmeye gerek yoktur.

Izlec 6rneklerini tartigirken bilinen bazi kavram-
larin izlegler araciligiyla aciklanabilecegini goster-
migtik. Yukaridaki tanimi da kullanirsak bu sozle-
rimizi daha net ifade edebiliriz.

Ornek 10. Ilk 6rnegimiz icin grup etkilerinin
izlegleri kullanan tanimini hatirlayalim. G bir
grup, & ise karsilik gelen bir nesneli kategori
olsun. Bu durumda G-etkileriyle (& — Kiime)
izlecleri arasinda birebir egleme oldugunu gor-
miigtiik. Simdi [®, Kiime] izlecler kategorisini
diisiinelim. Yukaridaki eglemeyi sdylemenin en
iyi yolu,

[6,Kiime] 2 G - Kiime

izomorfizmasim yazmaktir.
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Ornek 11. Yukaridaki érnege benzer sekilde, H
grubu ve kargilik gelen $) kategorisi verildiginde,

[6,9] 2 Homg,p (G, H)
olur.

Izle¢ kategorileri aracihigiyla izlecleri cebirsel
yapilar olarak degerlendirmek ve dolayisiyla bu tiir
kategorilerde “cebir yapmak” miimkiindiir. Bu yaz
dizisinde yer vermeyecek olsak da alt izleg, oran
izleci, projektif izle¢ gibi modiil teoretik kavramlari,
uygun sartlar altinda, izle¢ kategorilerine tagimak
miimkiindiir.

Asagidaki boliimlerde gosterecegimiz gibi, tipki
tiim gruplarin permiitasyon gruplar: olarak diisii-
niilebilecegi gibi aslinda tiim kategoriler de izleg
kategorileri gibi diigiiniilebilir.

Kategori Denklikleri

Bu boéliimde 6nemli bir kavrami daha tanim-
layacagiz. Daha 6nce de bahsettigimiz lizere kate-
gorilerin eg-yapili olmasi amacladigimiz esneklige
sahip degildir. Agagidaki tanim bu yonden tatmin
edici olacak:

Tanim 6. C ve D kategorileri ve F' : C &
D : G izlegleri verilsin. Eger

GoFzleve FoG=z1p

dogal izomorfizmalar1 varsa F'ye (ve G’ye)
bir kategori denkligi, C ve D’yeyse denk ka-
tegoriler denir. Bu durumda C ~ D yazariz.

e —

Dikkat ederseniz, bir izlecin denklik olmasi i¢in
tersi olmasi gerekli degil. Ozel olarak, nesneler iize-
rinde Orten olmak zorunda degil. Ancak yine de ters
yonde Oyle bir izle¢ olmali ki bilegke aldigimizda
bagtaki nesneyle es-yapili bir nesneye doénebilelim.
Ayrica bu doniig dogal olmali, yani morfizmalarla
uyumlu olmali. Denk kategoriler iiretmek kolay ol-
masa da birkag temel 6rnege bakalim. Sonrasinda
daha genel bir 6nermeyi de kanitlayacagiz.

Ornek 12. Ilk érnegimizde vektdr uzaylarmin bo-
yutlariyla belirlenmesine kategori denklikleri kul-
lanan bir agiklama yapacagiz. Bu 6rnekte ayni
zamanda kategori denklikleri i¢in gerekenleri de go-
recegiz: Tabii ki iki kategori gerekli, sonrasinda iki
izleg ve bu izleglerin bilegkeleriyle kimlik izlegleri
arasinda iki dogal izomorfizma.

F bir cisim olsun. FVek ile sonlu boyutlu F-
vektor uzaylarinin kategorisini gostermistik. Diger
kategorimiz Boy’u,

- nesneleri, negatif olmayan tamsayilar kiimesi
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- iki dogal say1 m,n arasindaki morfizmalari,

MorBoy(m, n) = men(F)

olan kategori olarak tammlayahmﬂ Bilegke iglemi
matris ¢carpimi, kimlik morfizmasiysa birim matris
olsun.

Simdi izlecleri tanimlayalim. Oncelikle,

% : FVek — Boy

izlecini tanimlayalim. Her V' € F'Vek igin bir baz se-
¢ip sabitleyelim, By olsun. Eger V' = F" ise bu uzay
i¢in baz olarak standart bazi segelim. Bu segimle,
PB(V) = |By| yazabiliriz, yani V’yi V’nin boyu-
tuna gonderdik. Ayrica eger T': V — W bir dogru-
sal doniigiimse ve T'nin By ve By, bazlarina gore
matrisini [T'] ile gosterirsek, [T'] bir B(V)x B(W )-
matris olur. Boylece Z(T) = [T] tammin yapa-
biliriz. Matris ¢arpiminin tamimindan dolay: bu
tanimlar bize gercekten bir izleg verir.
Diger yondeki izleg,

% : Boy - FVek

negatif olmayan tamsayi n’yi standart bazla veri-

len siitun vektorlerinin uzay1 F’ye gotiirsiin. Ay-

rica eger A € My, (F) ise .#(A)’y1 soldan A ile

carpmaya karsilik gelen dogrusal doniigiim olarak

tamimlayalim. Bu tanimin da izleg oldugu aciktr.
Bilegkeleri hesaplayalim.

0% :FVek - FVek

bilegkesi n boyutlu vektor uzay: V'’yi F™" uzayina
gonderirken T': V - W dogrusal doniigiimiiniiyse,
n=dimV,m = dim W olmak iizere [T]:F" - F™
dogrusal doniisimiine géndermektedir. Burada dik-
kat edilmesi gereken nokta, her ne kadar [T'] ile
o B([T]) matrisleri aym girdilere sahip olsalar
da farkli vektor uzaylar1 arasinda olduklarindan
dogrusal doniigiim olarak,

[T]:(V,By) - (W, Bw)

ve

S o RB([T]) :F"* > F™

oldugundan bu déniigiimler birbirlerinden farklidir-
lar.
Diger yondeki bilegke,

B o.¥:Boy - Boy

ise kimlik izlecine esittir. Gergekten, ilk olarak
n € Boy’'u F"’ye sonraysa bu vektor uzayini bo-
yutu olan n’ye goéndeririz. Morfizmalar iizerinde
de benzer bir durum bulunuyor. Dolayisiyla,

B o 5” = idBOy

olur.
Hedefledigimiz kategori denkligini elde etmek
igin tek yapmamiz gereken,

’1715”0%31(2117\/‘31(

dogal izomorfizmasim (ya da tersi ¢ : idpvek =
7 0 A’yi) bulmak.
Her vektor uzay: V e FVek icin,

dogal doniigtimiini v € V' vektoriinii bu vektoriin
By bazindaki koordinat vektoriine gondersin. Bu
doniigiimiin tersinir oldugu, yani FVek’te bir izo-
morfizma oldugu, vektor uzaylar: ve bazlarinin
genel ozelliklerinden dolay1, aciktir. Oyleyse, ¢'nin
dogal izomorfizma oldugunu gostermek igin tek
yapmamiz gereken dogallik kogulunun saglandigini
gostermektir, yani agsagidaki kare diyagramin de-
gigmeli oldugunu gostermeliyiz:

v Vv v Fdim 14

lT lT l[T]
w w w Fdim w

Buradaki hesap oldukga kolay, 6nce koordinat
hesaplayip [T'] matrisiyle soldan ¢arpmak, énce T
uygulayip sonra koordinat hesaplamaya denktirﬁ
Boylece,

PB oS =idpoy ve .S 0 B =idpoy
dogal izomorfizmalarinin ve dolayisiyla,
FVek ~ Boy

kategori denkliginin varhigin1 kanitlamig olduk.
Daha o6nce de belirttigimiz gibi bu denklik bize,
vektor uzaylarinin sadece ve sadece boyutlar: tara-
findan belirlendigini séyliiyor.

Ornek 13. Yukaridakine benzer olarak kanitlana-
bilecek bir diger denklik,

Met ~ MetTop

metrik uzaylar kategorisyle metriklenebilir topo-
lojik uzaylar kategorisi denktir. Bu ¢rneklerin her
ikisinde de morfizmalar siirekli fonksiyonlar olarak
alimmalidir. Kanit1 bu kategorileri taniyan okurla-
rimiza birakiyoruz.

2m =0 ya da n = 0 oldugunda “sifir matrisi” adin1 verdigimiz biricik matris vardir. Matris carpmasini sifir matrisiyle

carpimu da igerecek sekilde genisletiyoruz.

3Bu dogrusal cebirde standart bir sonugtur, hatirlamayan okurlarimiza klasik dogrusal cebir kitaplarina bakmalarini

tavsiye ederiz.
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r =\

Ornek 14. Bir diger érnek icin R bir halka ol-
sun. Rmod ile R-modiillerin kategorisini gos-
termigtik. Ayrica girdileri R’den olan n x n
matrislerin halkasi i¢in Mat, (R) yazyoruz.
Her n € N igin,

Rmod ~ Mat, (R) - mod

denkligi vardir. Yani bir halkanin modiilleriyle
bu halka iizerindeki herhangi bir matris halka-
smin modiilleri birbirine denktir[[ Bu kanit:
da yine modiiller teorisi bilen okurlarimiza
birakiyoruz.

“Bu 6rnekten de goriilecegi gibi, iki halkanin mo-
diil kategorilerinin denk olmas: bu halkalarin es-yapili
olmasini gerektirmez. Modiil kategorileri denk olan
halkalara Morita denk halkalar denir. Morita denk
halkalarin birgok ortak o6zelligi vardir.

Cok sayida kategori denkligi bilinse de burada
verebilecegimiz ornekler ¢ok sinirh ve yukaridakiyle
yetinecegiz.

Ornekte de goriilecegi gibi, kategori denkligi
bulmak zorlu bir istir. Agagidaki sonug bir izle-
cin kategori denkligi oldugunu gostermek igin ters
yonde bir izleg bulmanin alternatifini sunuyor.

Teorem 1. C,D kategorileri ve F':C - D
izleci verilsin. F’nin bir kategori denkligi

olmast F’nin dolu, sadik ve dziinde orten
olmasina denktir.

Kanit. Once F'nin bir kategori denkligi oldugunu,
yani bir G : D — C izleci ve ¢ : FG = idp ve
1n: GF = id¢ dogal izomorfizmalar: oldugunu var-
sayalim. Amacimiz F’nin dolu, sadik ve 6ziinde
orten izleg 6zelliklerini tagidigini gostermek.

- F sadiktir: C kategorisinde goriintiileri esit
olan iki morfizma fi,fo : X - Y verilsin,
yani F(f1) = F(f2) olsun. n’nin dogalligin
kullanirsak agagidaki diyagramlar: buluruz:

GF(X) 25 X

lGF(fl) l 1

GF(Y) 25y

GF(X) 25 X

lGF(fg) l 2

GF(Y) 2>y

Simdi bu diyagramlarin degismeli olmalarini
kullanmip agagidaki egitlikleri elde edebiliriz.
Okurlar diyagramlar dikkatlice takip etmeli:
ny o GF(f1)

ny © GF(f2)

faonx

4 F'nin izleg olmasmdan yararlanacagiz!

Jionx =
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nx izomorfizma oldugundan f; = fy buluruz.
Aymni fikri kullanip G'nin de sadik oldugunu
kanitlayabiliriz.

- F doludur: Tki nesne X,Y € C ve bir mor-
fizma g : F(X) - F(Y) verilsin. Amacimiz
g = F(f) olacak bir f: X —» Y bulmak. Iddi-
amiz f =1y o G(g) ony oldugu. Gergekten
de yukaridaki diyagramlar bu f i¢in de de-
gismeli olacagindan,

nyGE(f) = fonx

dogrudur. Ayni zamanda f’nin tanimindan,

fonx =ny oG(g)ony onx =ny o G(g)

olur, yani ny GF(f) = ny oG(g)’dir. Ama ny
mono oldugundan GF(f) = G(g) olur. Son
olarak G sadikti, dolayisiyla g = F(f) elde
ederiz.

- F 6ziinde ortendir. Z e Dve X = G(Z) €C
verildiginde,

F(X)=FG(Z)zidp(Z)=Z
saglandigindan F' 6ziinde ortendir.

Boylece F'nin dolu, sadik ve 6ziinde orten oldu-
gunu kanitlamig olduk. Aksi yondeki iddiay1 ka-
nitlamak {izere F’nin dolu, sadik ve 6ziinde 6rten
oldugunu varsayalim ve bir kategori denkligi oldu-
gunu kanitlayalim. Yapmamiz gereken, aksi yonde
bir G : D - C izleci ve yukarida da yineledigimiz
dogal izomorfizmalar: kurmak.

F o6zlinde orten oldugundan, her Z € D igin
F(Xz) = Z olan bir Xz € C nesnesi vardir. Oy-
leyse, G(Z) = Xz olsun ve gz : FG(Xz) - Z
izomorfizmasim sabitleyelim. D’de f: Z — T mor-
fizmas: verildiginde,

-1
FG(Xz) —22+ 7 5 v 25 FG(Xy)

bilegkesini diiglinelim. F' dolu ve sadik oldugundan,
F(hy) = gy fgx olacak bir hy : G(X) » G(Y)
morfizmasi vardir. Simdi G(f) = h olarak tanimla-
yalim. Sonug olarak,

G:D->C, Z~G(Xz), fr G(Hy)

doniigimiini tanimlamig olduk. G’nin izleg oldu-
guna emin olmamiz gerekli. Oyleyse D'de 2 : Z — T
ve t : T — U morfizmalar1 verilsin. G(t) o G(z)
bilegkesini hesaplamaliyiz. Once F' altindaki goriin-
tiisiine bakalim{f}

F(G(t) 2 G(2))

F(G(t)) o F(G(2))
= gy'tgy o gy zgx
= gy'tzgx

= F(G(t2))
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F izleci sadik oldugundan yukaridaki esitlik bize
G(t)oG(z) = G(tz) oldugunu verir. Benzer gekilde
G’nin kimlik morfizmalarimi kimlik morfizmala-
rina gonderdigi de gosterilebilir. (Alhgtirmal) Boy-
lece G'nin bir izle¢ oldugunu kanitlamig olduk. Bu
kanit1 dikkatlice incelerseniz yukarida sectigimiz
9 =(92)zep : FG = idp’nin bir dogal izomorfizma
oldugunu gorebilirsiniz. (Aligtirmal)

Son olarak 7 : GF' = id¢ olan bir dogal izomor-
fizma bulmaliyiz. Kanit1 daha fazla uzatmamak
amaciyla bunu da aligtirma olarak b1rakahmE| O

Bu boliimii cebirde siklikla bagvurdugumuz, her
tiirli nesneyi sadece eg-yap1 sinif temsilcileri {ize-
rinden diigiinme yaklagimina da agiklama olacak
agagidaki sonucla tamamlayalim:

' )

Onerme 1. Asagidaki onermeler tim ka-
tegoriler i¢in dogrudur.

1. Her kategori, iskeletine denktir.

2. Iki kategorinin denk olmasi bu kate-
gorilerin iskeletlerinin es-yapily olma-
sina denktir.

e

Kamat. C bir kategori ve D bu kategorinin bir iske-
leti olsun. Dogal olarak,

1:D=C

igerme izleci vardir. ¢nin sadik ve dolu oldugu
aciktir. Ayrica iskelet tanimindan dolay: ¢ 6ziinde
ortendir ve dolayisiyla bir 6nceki teoremden dolay1
bir kategori denkligidir. Tkinci iddia aciktir. O

5Baz okurlarimiz bu kanmitta gizli olarak se¢gme aksiyomunu kullandigimizi ve bunun bir sorun oldugunu diisiinebilir.
Daha 6nce de belirttigimiz gibi hem kiimeler hem de siniflar i¢in se¢gme aksiyomunu kabul ediyoruz.
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