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Grup benzeri yapilar her zaman matematigin
iginde olsa da grup kavrami ilk olarak Galois’nin
polinomlarin kokleriyle katsayilar: arasindaki ilig-
kileri aragtirmasiyla netlegmistir. Bu ¢aligmanin
ardindan gruplara olan ilgi ¢ok hizl bir sekilde
artmis olup teorik gelisimin yam sira uygulamalar
matematik ve yakin alanlarda kendini gostermeye
baglamigtir.

Grup etkilerini kullanarak gruplar hakkinda
bilgi elde etmeyi insan iligkilerine de uygulayabili-
riz. Bir insani tanimanin yollarindan biri, onu diger
insanlardan ayirt edecek 6zelliklerini anlamamizi
saglayacak aktivitelerde gérmek olabilir. Birlikte
sinemaya gitmek, toplantilara katilmak, oyun oy-
namak, yani diger insanlar ve nesnelerle etkilegime
girmesini saglamak iyi bir yontemdir.

Bu yazimin amaci sonlu gruplarin etkilerini ince-
leyen grup temsilleri teorisine giris yapmak olacak.
Grup etkilerini simetriler olarak diigiinebiliriz, do-
layisiyla simetrisi olan her matematiksel nesnenin
iizerinde bir grup etkisi yaratilabilir.

En bilinen 6rnek, kiimeler iizerine olan etkiler-
dir. Kiimelerin simetrileri permiitasyonlar oldugun-
dan, gruplar kiimeler iizerine, kiimenin elemanla-
rim karigtirarak etki eder. Bu basit baglangig fikri
uygulamalarda Sylow’un Teoremleri, Burnside’in
Sayma Teoremi gibi hem derin hem de kullanigh
teoremler kanitlamamiz saglar!

Kiime iizerine olan etkiyi hatirlayalim:

G bir grup, X bir kiime ve p: G x X - X
bir fonksiyon olmak tizere, eger her g,h € G
ve x € X icin,

L p(1,z) ==,
2. p(gh,z) = p(g, p(h,))

esitlikleri saglaniyorsa X’e bir G-kiimesi de-
nir. Ayrica G’nin X dzerinde etkisi vardir
da deriz.

J

Boylece yukaridaki kogullar, her x € X ve g,h e G
i¢in,

1) 1l-x=ua,
2) . (gh)-z=g-(h-z)

olarak yazlabilir. Ilk kosul G’nin birim elemaninin
birim permiitasyon olarak etki ettigini, ikinci kogul
ise etkinin birlegsmeli oldugunu veriyor.

Bu tanimin ortaya ¢ikardig: teorinin temellerini
Matematik Diinyast’nin 2013 yili kapak konula-
rinda bulabilirsiniz. Ali Nesin’in gruplar teorisini
anlattigi bu boliimler ayrica web sayfamizda da
yer aliyor.

Yukaridaki durumun bir adim 6tesine ge¢mek
istersek, kiimeler yerine iizerinde yapi olan ma-
tematiksel nesnelere etki edebiliriz. Ornegin, X
kiimesi yerine bir abelyen grup ya da bir vektor
uzay1 alabiliriz. Bu sayimizda ikinci durumu ter-
cih edecegiz, biraz ilerleme sagladigimizda aslinda
abelyen gruplara olan etkileri ¢alismanin daha zor
oldugu gozlenebilir!

Simdi K bir cisim ve V bir K-vektor uzay ol-
sun. Vektor uzaylarina girig icin Matematik Diin-
yast 2014 sayilarina bakabilirsiniz. Cebirsel olarak,
V' bir abelyen grup olup elemanlarini K'nin ele-
manlariyla carpmamiza miisaade eder. Bir bagka
ifadeyle,

KxV >V, (\v)~

olarak gosterilen ve her A\, u € K ve v,w e V igin,
1) =1, 2) (v = (),
3) (A+p)v=v+pv, 4) Mv+w) = v+ w

kogullarii saglayan bir fonksiyon vardir. Dikkat
ederseniz, K’nin V iizerinde dogrusal bir etkisin-
den bahsettigimiz agikar!Bizim istedigimiz grupla-
rin vektor uzaylarina etkilerini incelemekti. Tanimi
yapabiliriz:

Notasyonu daha kullanigh hale getirmek igin
p(g,x) yerine g -z yazalim. (Simdi yapmayacak
olsak da - yerine hicbir sey yazmadan gz olarak
devam etmek de kabul edilebilir bir gésterimdir.)

G bir grup, V bir K-vektor uzay1 ve p :
G xV - V bir fonksiyon olsun. Eger,

1) 1-v=v,2) (gh)-v=g-(h-v),
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3) g-(v+tw)=g-v+g-w

esitlikleri saglamiyorsa V’ye dogrusal G-
uzayr ya da G 'nin bir temsili denir.

Iki tanimi kargilastirirsak G'nin etkisinden bek-
lentimizin, birim elemanin birim fonksiyon olarak
etki etmesi ve grup islemiyle uyumlu olmas: ol-
dugunu goriiriiz. Grubun vektor uzayina olan et-
kisinde koydugumuz ek kosul, p fonksiyonunun
dogrusal olmasini saglamaktadir.

Daha soyut durumlarda da temel beklentimiz
bu iki 6zellik olacak: Grup yapisindan gelen iki
kogul saglanmali ve grubun etkisi, etki ettigimiz
nesnenin yapisini korumali. Bir diger deyigle, etki-
den ortaya cikan fonksiyonun bir homomorfizma
olmasini isteriz. Beklentimizi belirledigimize gore
ornekleri gogaltmak zor degil!

Grup etkilerini ¢alismayla degisik yonlerde so-
nuclar elde etmek miimkiin. Baglangicta amaci-
miz gruplarin yapilar: hakkindaki sorulara cevap
verecek bir arag¢ elde etmekti. Ama teoriyi iler-
lettikce etki edilen nesneler hakkinda da sonuglar
elde edebilecegimizi fark ederiz. Bu gozlemi kulla-
narak elimizdeki problemi ¢6zmeye yardimei olacak
grup etkileri kurmay1 deneyebiliriz. Bunun en gii-
zel 6rneklerinden birisi, Burnside’m Onsavi olarak
bilinen (ama aslinda Burnside’in kanitlamadig)
sonuctur. Buna gore eger X bir G-kiimesiyse X’in
eleman sayisini G etkisinin yoriingelerini kullana-
rak, yoriingelerin eleman sayilariniysa kargilik gelen
altgruplarin indeksleriyle belirlenir.

Kapak konusu olarak belirledigimiz Sonlu
Gruplarin Temsilleri birgok tiniversitede lisans dii-
zeyinde ders olarak okutulan bir konudur. Ben
de Bogazici Universitesi’'nde uzun yillar boyunca
defalarca bu dersi verdim. Yazilarin temelini bu
derslerin notlar: olugtursa da sunumu biraz degistir-
dim. Temel grup teorisi ve dogrusal cebir bilgisine
sahip olan herkesin rahatca takip edebilecegini dii-
stintiyorum. Asagidaki tarih¢enin sonunda yazilarin
devaminin nasil getirilebilecegine dair onerilerim
olacak, ama bir dénemlik bir derse 6rnek olabilmek
i¢in Bogazici'ndeki dersin igerigi hakkinda detay
vermek istiyorum.

Tam ad1 Math 324 Representation Theory of Fi-
nite Groups (Sonlu Gruplarin Temsil Teorisi) olan
bu derste kaynaklar listesindeki kitaplarini kullani-
yorum. Dersin 6n kogulu dogrusal cebir ve gruplar
teorisi dersleri, ama ek olarak, 6grencilerin halka-
lar ve cisimler teorisi derslerini de en az bir kere
takip etmis olmalarini bekliyorum. Dogrusal cebir
dersimiz standart igerige sahip, gruplar teorisiyse
temel tamimlardan baglayip Sylow’un Teoremleri-
nin kaniti, sonlu abel gruplarimin simiflandirilmasi
ve ¢oziilebilir gruplara kisa bir girisi kapsayacak

derinlikte. Halkalar ve cisimler teorisindeyse bu
nesnelerin temel 6zelliklerinden baglamak iizere ka-
rakteristik sifirda Galois'nin Teorisi'ni kanitlayacak
derinlige ulagiyor.

Bu agidan bakildiginda ders ileri diizey goriilebi-
lir ancak bu derslerin tiim giiciinii kullanmadigimiz
i¢in konuyu daha az bilgiyle de takip etmek miim-
kiin. Ornegin abel gruplarmin smiflandirilmasini
bilmek gerekli, ama Sylow’un Teoremlerinin kanit-
larini hatirlamadan da devam edilebilir. Cisimler
teorisinin tiim detaylar1 gerekmez, ama rasgele bir
cisim {izerinde vektor uzay: diiglinebilmek temsil-
lerin yapisini ¢oziimlemek igin, eninde sonunda
gerekli olacaktir.

Bunlar: goz 6niine alip, dersin ilk haftasinda sik-
likla ihtiyag duyulacak sonuglar1 ve 6rnekleri tarti-
sarak baghiyorum. Ogrenciler hem dogrusal cebirin
temellerini hatirlamig oluyor (6rnegin bir dogrusal
doniigtimiin matrisi nasil bulunur, 6z degerleri ne-
lerdir gibi sorularin cevaplarii hatirliyoruz) hem
de dénem boyunca aklimizda tutup soyut teori-
leri somutlayacagimiz diigiik mertebeli gruplarin
listesini ve S3, Sy, Dg gibi gruplarin ayrintili yapi-
sini, altgrup kafeslerini, eglenik siiflarini gérmiis
oluyor.

Giristen sonra dersi 3 kisma ayiriyorum. Ilk
kisimda temel temsil teorisi ve grup cebirinin 6zel-
liklerini inceliyoruz. Bu kisim konuya cebirsel yak-
lasimi detayh olarak gosteriyor. Ilk ii¢ yazimizda
bu boéliimiin sadelegtirilmig bir versiyonunu sunaca-
gim. Bu bdliimde indirgenemez temsiller, dolaysiz
toplamlar, Maschke’nin ve Schur’un teoremleri ile
abel gruplarinin temsillerini tartigacagiz. Bu su-
numdan farkl olarak, dersin igeriginde modiiller
teorisinden bahsedip grup cebirini ve onun modiil-
lerini de anlatiyorum. Ancak teorinin gelisiminde
de oldugu gibi bu boliim daha ileri seviyelere ula-
sincaya kadar goz ard: edilebilir. Temel 6rnekleri
yazilarm icinde sunduk. Bir de Ornekler baghkh
yazimizda, okuyucularin caligma sirasinda ihtiyag
duyacaklar1 6rnekleri bir araya getirdik. Yazilara
paralel olarak okunmasini bekliyoruz.

Dersin ikinci kisminda karakterleri tanitip
kompleks vektor uzaylar: icin karakterlerin temsil-
lere denk oldugunu kanitliyoruz. Bu kanitla birlikte
analitik yontemlere erigim saglayip i¢ ¢arpim uzay-
larindan gelen klasik tekniklerle temsiller hakkinda
bir ¢ok temel sonucu kanitlayabiliyoruz. Dérdiincii
yazimiz bu yaklagim iizerine yazildi. Karakterlerin,
eslenik siniflar {izerinde sabit olan simif fonksiyon-
larimin uzayina baz oldugunu, tanimlayacagimiz
dogal bir i¢ carpim altinda bu kiimenin elemanla-
rinin birbirine dik oldugunu ve ¢arpma-toplama
altinda kapali olduklarin1 bu béliimde gosteriyoruz.
Son olarak Karakter Tablosu Ornekleri yazimizda,
yeni karakter bulma tekniklerini bir araya topla-
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yip diigiik mertebeden 6rnekler verdik. Ayrica abel
olmayan en diisiik mertebeli basit grup As’in ka-
rakter tablosunu da kurduk.

Dersin son béliimii ileri diizey sayilabilecek ko-
nulari iceriyor. Oncelikle genel modiiller icin tensér
carpimini 6gretip altgruplardan temsilleri ytikselt-
mek i¢in bir kurulum tanimliyoruz. Yiikseltme ya
da Cekim adim verebilecegimiz (Ing. Induction)
bu kurulum ashinda yeni temsil iiretmenin en etkin
yolu. Bu kurulumla ilgili 6rneklerden sonra ka-
rakter degerlerini yakindan inceledigimiz boliime
geciyoruz. Burada iki temel amag bulunuyor, ilki
indirgenemez karakterlerin derecelerinin grubun
mertebesini boldiigiinii gdstermek, ikincisiyse Burn-
side’n p®qP-teoremini kanitlamak. Bu sonuclar icin
cebirsel sayilar hakkinda temel bilgilerle birlikte
Galois etkilerine de agina olmak gerekiyor. Zaman
kalmasi durumunda Frobenius’un Normal Tim-
leyen Teoremi’ni de kanmitliyorum. Bu sayimizda,
gerekli 6nbilgilerin ¢oklugundan dolay1, son boliim-
den bahsetmeyecegiz.

Bahsettigimiz bu ileri konulara girmeyen bir
ders tasarlamak da miimkiin. Bu durumda hem
temsiller hem de karakterler igin 6rnekler gegit-
lendirilebilir, temsillerin gruplara olan uygulama-
larindan bahsedilebilir ya da simetrik gruplarin
temsillerine giris yapilabilir. Tleri diizey olacak bir
devam dersindeyse hem yukaridaki konular hem
de bu yazinin sonunda bahsedilen konulardan seg-
meler yapilabilir. Kategori teori girigi yapilmasi
durumunda aksiyomatik yontemlerden de bahset-
mek miimkiin olacaktir.

Kisa Bir Tarihge

Grup temsilleri fikri ilk olarak 1896’da F. G.
Frobenius tarafindan ortaya atilmis ve geligtirilmis-
tir. T. Y. Lam’in makalelerinin girisinde belirttigi
gibi Frobenius’un sonlu gruplarin temsillerini tam
olarak nasil ortaya attigini biliyoruz. Kisa tarihge-
miz teoriyi geligtiren dort 6nemli ismi anmaktan
oteye gecmeyecek. Tlgili okuyuculara T. Y. Lam’in
yaz1 dizisinin yani sira Curtis’in miikemmel kitabi
Pioneers of Representation Theory [3['yi de tavsiye
ediyoruz.

Tim hikaye R. Dedekind’in Frobenius’a yonelt-
tigi bir soruyla bagliyor. Ayni makalede de belirtil-
digi gibi Dedekind, Frobenius’a grup determinant:
adi1 verilen homojen bir polinomun ¢arpanlara ay-
rilma problemini sorar. Abel gruplar: i¢in cevabi
bilen Dedekind tiim sonlu gruplar i¢in ¢6ziim ara-
maktadir. Dedekind’e yazdig1 12 Nisan 1896 tarihli
mektubunda, Frobenius, ¢arpanlara ayirma konu-
sunda buldugu yeni fikrinden bahsetmektedir. Son-
rasinda bugiin hala kullandigimiz temel sonuglar
Frobenius tarafindan iiretilmistir.

Frobenius’un ¢aligmalarina daha sonra hem W.

Burnside hem de Frobenius’un 6grencisi I. Schur ka-
tilmigtir. Bu iigliiniin ¢aligmalariyla teorinin temel-
leri ortaya gikmigtir. Bu sayimizda bahsedecegimiz
sonuglarin hemen hemen hepsi bu matematikgilere
aittir.

( )

F. G. Frobenius (26 Ekim 1849 — 3 Agustos 1917)

\. J

Burnside’in gruplar teorisine olan ilgisi basit
sonlu gruplar ve permiitasyon gruplariyla baglamig-
tir. Bu alanlarin muciti olmasa da Burnside’in ¢aba-
lariyla bugiin bile ilgi ¢eken konular halini almiglar-
dir. Frobenius’un 1890’larda gelistirdigi sonlu grup
temsilleri teorisini de ilk kullanan ve gelisimine
biiyiik katki veren isim Burnside olmugtur. Her
ne kadar birbirlerini tanimasalar da birbirlerinin
sonuglarini kullanmig ve gelistirmislerdir.

4 D

W. Burnside (2 Temmuz 1852 — 21 Agustos 1927)

. J

Yukarida da bahsettigimiz Burnside'mn p®q® Te-
oremi bugiin bile sonlu grup temsillerinin en énemli
uygulamalarindan biri olarak kabul edilmektedir.
Sayisiz 6nemli katkisinin yaninda Burnside’in en
onemli éngoriilerinden birisi de bugiin Tek Merte-
beliler Teorem: ya da kanitlayanlarin ismiyle Feit-
Thompson Teoremi olarak bilinen ve mertebesi tek
olan gruplarin ¢oziilebilir oldugunu iddia eden 6n-
giirtidiir. Bu teorem ayni1 zamanda abel olmayan
tek mertebeden basit sonlu grup olmayacagina
denk oldugundan, basit sonlu gruplarin siniflan-
dirma teoremi i¢in de ilk adim olmustur.

Teorinin iiglincli 6nemli ismi I. Schur’dur. Fro-
benius’un 6grencisi olan Schur teoriye yepyeni bir
yaklagim getirmis ve teoriyi daha genig bir kitle-
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nin erigimine agmigtir. Bugiin anladigimiz anlamda
temsillerin tanimini ve iyi bilinen Schur Onsavi’m
kendisine bor¢luyuz. Ayrica sonsuz gruplarin tem-
silleri {izerine de galigmalar yapmigtir.

Frobenius’la birlikte gercel karakterler ve tem-
siller {izerinde de galigan Schur’un en 6énemli ke-
siflerinden birisi de projektif temsiller dedigimiz
projektif uzaylar {izerindeki temsillerdir. Son ola-
rak genel dogrusal gruplarin polinom temsilleri de
Schur tarafindan ortaya atilan kavramlar arasinda-
dir.

e D

7

I. Schur (10 Ocak 1875 — 10 Ocak 1941)

J

Sonlu gruplarin temsillerinin gelisiminde en bii-
yik rollerden birisi de R. Brauer’e aittir. Frobe-
nius’un baglattigr ve hizla gelisen karakter teorisi
katkilarimin yani sira karakteristigi grubun mer-
tebesini bolen cisimler iizerindeki vektor uzayla-
rina etkileri diigliniip, bugiin modtler temsil teorisi
adin verdigimiz teoriyi {iretmigtir. Uzun yillar bo-
yunca neredeyse tek bagina geligtirdigi bu teori
basit sonlu gruplarin simniflandirma probleminde de
onemli anahtarlardan biri olmugtur. Brauer’in or-
taya attig1 bir cok temel problem bugiin bile ¢6ziim
beklemektedir.

Neler Yok?

Kapak konumuzun igerigini baglhiklardan tah-
min etmek miimkiin. Neleri anlatmadigimiz hak-
kinda da birkag ipucu verelim. Okuyucular bu ipug-
larim takip ederek bir émiir gegirebilir!

1lk olarak sadece sonlu gruplar1 géz 6niine alaca-
g1z. Tabii ki sonsuz gruplarin temsillerini diigiinmek
de miimkiin ancak kullanilan teknikler ve yaklagim-
lar birbirinden biiyiik 6l¢iide farkli. Cogu zaman
birinin digerine etkileri ¢ok acik gdriinmiiyor.

Sayfa kisitindan dolay: sadece temel teoriyi an-
latabildik. En 6nemli eksiklerden biri grup cebi-
rinden bahsetmemek oldu. Aslinda grup cebirini
bilmek bazi sonucglar1 daha kolay kanitlamaya izin
verir ancak diger taraftan modiiller teorisini de bil-
meyi gerektirir. On bilgileri siirh tutmak amaciyla
bu tercihi yaptik. Bu se¢imin bir sonucu olarak mo-
diiller {izerindeki tensor ¢arpimindan ve dolayisiyla

temsilleri altgruplardan gruplara ¢ekmemizi sagla-
yan yontemden de bahsetmedik.

Teorinin iginde yer alan ancak uygulamalariyla
birlikte kendi bagina bir teori olan simetrik grupla-
mn temsillerine de yer veremedik. Simetrik grup-
larin kombinatorik zellikleri, temsillerine de yan-
simigtir. Cok sayida kombinatorik problem barin-
diran bu yon gatallanarak bir ¢ok uygulamaya da
izin vermektedir.

Yerimiz olmayan bagka bir yon de cebirsel ka-
pali olmayan cisimler iizerindeki temsilleri incele-
mek oldu. Bu yonde ilerlemek i¢in hem biraz sayilar
teorisi hem de Galois’nin Teorisi'ne ihtiyag olur.

Brauer’in gelistirdigi modiiler temsillere de yer
ayirmadik. Bu teori hem ¢ok daha derine gidiyor
hem de yogun olarak modiiller teorisi kullaniyor.
Dergimizin formatina uygun bir sunum elde etmek
miimkiin gériinmedi. Yine de belirtmeliyiz ki sonlu
grup temsillerinde, giiniimiizde en ¢ok ilgi ¢eken
problemler bu teorinin altinda yer almaktadir.

r

r

R. Brauer (10 Subat 1901 — 17 Nisan 1977)

Son olarak aksiyomatik teoriden de bahsetme-
dik. Bu teori 1960’lardan bu yana hizla gelisimini
stirdiirmektedir. Kategori teori tekniklerini kul-
lanip biitiin sonlu gruplarin biitiin temsillerinin
olugturdugu devasa yapiy1 ve bu yapinin olasi so-
yutlamalarini ¢aligir. Soyut tekniklerle giiglendiril-
digi i¢in diger yontemlerle elde edilemeyecek gii¢lii
sonuclar1 ortaya ¢ikarmig ve ¢gikarmaya devam et-
mektedir. Giiniimiizde sonlu gruplarin temsilleri
aksiyomatik teoriyle icice girmigtir.

Kaynaklar

Yaz1 boyunca kullandigimiz kaynaklarin liste-
sini Abel Gruplar: yazimizin sonunda sunuyoruz.
Yazilar1 “ders notu” gibi tasarladigimizdan atiflar
toplu olarak vermeyi uygun bulduk: Yeni bir sonug
kanitlamayacagiz, sonuclar klasik olup kaynaklarda
yer alan kitaplarin her birinde ayri ayr1 ve daha
derinlemesine bulunabilir.

Tesekkiirler. Yazilarin tamamini kisa siirede okuyup ge-
ligtirmem igin katkida bulunan Fatma Altunbulak Aksu’ya, Alp

Eden’e, Ali Nesin’e ve Deniz Yilmaz’a tesekkiir ederim.
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Ornekler

Girig yazimizda grup temsillerini genel hat-
lariyla tanittik. Simdi tamimlari yapip 6rnekleri
verme zamani geldi. Bu sayidaki temsil yazilar1 bo-
yunca G sonlu bir grup, C karmagik sayilar cismi,
V sonlu boyutlu C-vektor uzay: olacak.

V’nin bir G-temsili olmasi i¢in gerekli sart1 ta-
nimlamigtik. Bu tanmima uygun olarak,

p:GxV >V, (g,v)mg-v

etkisi verilmis olsun. Eger G’nin bir elemanin sa-
bitlersek, g diyelim, bu etki bize,

pg:V->Vu—g-v

ile gbsterecegimiz bir fonksiyon verecek.

Onsav 1. pg fonksiyonu V ’nin bir tersinir
dogrusal dénistimidir.

Kanit. Bir fonksiyonun dogrusal doéniisiim olmasi
igin hem abelyen grup doniigtimii olmali, yani vek-
tor toplama iglemini korumali, hem de katsay1 cis-
minin ¢arpmasiyla degismeli olmali. Her iki 6zellik
de temsil tanimindan kolayca elde edilir. Detaylar
okuyucuya birakiyoruz.

pg’'nin tersinir oldugunu gorebilmek i¢in grup
etkisinin birlegsme 6zelligini kullanip,

Pg-1 © Pg = P1.= Pg © Pyt
oldugunu gostermek yeterlidir. O

Bu 6nsavla birlikte temsil teorisinin en temel
gozlemlerinden birine ulagmig oluyoruz:

Onerme 1. Her G-temsili
p:GxV >V,

G’den V ’nin simetri grubuna bir grup doni-
stim verir. Bir baska ifadeyle, p araciligiyla
tanimlanan,

p:G—>GL(V), gwpg

fonksiyonu bir grup dénisimddir. Benzer
sekilde, her grup déonisimi o : G - GL(V)
de G'’nin V dzerinde bir temsilini verir.

Kamit. Bir G-temsili p verildiginde g'nun grup doé-
niigtimi olacag1 bariz:

p(gh)(v) = pgn(v) = (gh)-v = g-(h-v) = (pgopn)(v)

Diger taraftan o : G - GL(V') verildiginde G’nin
dogrusal etkisini,

g-v=0(g)(v)

olarak tanimlariz. Bu tamimin gercekten dogrusal
bir etki oldugunu gostermeyi okuyucuya birakiyo-
ruz. O

Ornek 1. Hemen bir 6rnek yapalim! Grubumuz
G= C3 = {1767 02}7

yani 3. mertebeden devirli grup olsun. Etki ede-
cegimiz uzayiysa karmasik diizlem (yani V = C?)
secelim. Temsil kurmak i¢in C5’tin her elemani-
nin V iizerindeki etkisini tarif etmemiz gerekiyor.
Tarifini verecegimiz temsile p diyelim.

p: 03 g GL(V)

Ik olarak birim eleman 1 etkisiz olacak, yani
her v € V igin p1(v) = v olacak. Simdi, p bir grup
déniisiimii oldugundan ¢®’'nin etkisi ¢’yi iki kere
uygulamayla bulunur. Oyleyse sadece ¢'nin etkisini
belirlemek yeterli. Son olarak, ¢3 = 1 oldugundan,
p(c)’yi 3 kere arka arkaya uygulamak birim ele-
mani uygulamaya denk olmali, yani, her seyi baga
almall.

Bunlar: g6z 6niine aldigimizda ilk akla gelen
etki diizlemi orijin etrafinda 27 /3 kadar (ya da 120°
dondiirmek olmali. Bu dondiirme iglemini Ry, /3
ile gosterirsek,

P:CHRzn/s

tanimlamig oluruz.
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Peki bagka bir etki var m1? Basit bir numara
yapabiliriz: 27/3 kadar degil de 47/3 kadar don-
diirsek? O zaman yine bir etki buluruz ve yukari-
dakinden farkli olur. Bu temsile p’ diyelim:

plicm Ryqys

Tatmin edici bir degisiklik olmasa da ikinci bir tem-
sil bulmug olduk. Asagida bu tiir olas1 numaralari
gbz ard1 etmemizi saglayacak bir tanmim yapacagiz.

Ornek 2. Bir érnek daha yapalim. Bu kez G =
Cy ={1,a} olsun. Yukaridaki adimlar1 takip eder-
sek a’nmin goriintiisiinlin mertebesi 2 olan bir etki
olmasi gerektigini goriiriiz. Ik akla gelen R, yani
7w kadar déndiirme doniigiimiidiir ve gercekten de
bize bir temsil verir. Bu doniisiimii yine p ile gos-
terecegiz.

Bir temsil daha bulabiliriz. Bunun i¢in don-
diirmeler yerine yansimalar1 diigtinebiliriz. Yz, ile
y-eksenine gore yansima doniigiimiinii gosterelim.
Bu durumda v : Co = GL(V) temsilini a = Y/,
ile tanimlayabiliriz.

Yﬂ'/Q(V> v

\7‘(/2 i

Yeni yontemimiz gergekten de yeni bir temsil ver-
mis gibi goriiniiyor. Ornegin p(a) altinda orijin
diginda sabit nokta bulunmazken ~y(a) dontigiimii
y ekseninin tamamini sabitlemektedir.

Okuyucu simdi Ornekler yazimizdaki Ss ve Dg
orneklerini de inceleyebilir. Alternatif olarak denk
temsiller tanimini da bekleyebilirsiniz.

Bu sonugla birlikte temsil kelimesi de anlam
kazanmus oldu, ¢iinkii soyut bir grup olan G’nin'

elemanlarini V’nin dogrusal déniisiimleriyle ve so-
yut grup islemini fonksiyon bilegkesiyle eglemek
yoluyla grubu bu yeni ortamda temsil etmis olduk.

Dogrusal cebirden hatirlarsak, giindemdeki vek-
tor uzaylarma baz belirlememiz durumunda, her
dogrusal doniligiim bir matris tarafindan temsil
edilebilir. Bu bilgiyi kullanip gruplari matris grup-
lariyla da temsil edebiliriz. Bunun igin, V' uzayma
bir baz segelim, B = {e,es,...,e,}, Oyle ki her
v € V igin biricik,

n
v = Z /\j@j
7=1

yazim1 miimkiin olsun. Bu yazimda A;’ler komp-
leks sayilar olup v ’nin B-koordinatlar: olarak ad-
landirilirlar. Bu koordinatlari siitun vektorii olarak
depolariz.

T :V - V dogrusal doniisimii verildiginde
T’nin B bazina gore olan matrisi soyle bulunur:
Ik olarak her j = 1,2,...,n icin T(e;) vektori
hesaplanir ve B-koordinatlar: bulunur. Stiitunlari
bu siitun vektorlerinden olugsan matrise T 'nin B-
matrisi denir ve [Tz ile gosterilir.

Matris bulma iglemi tersine gevrilebilir: Eger
bir matrisle yola ¢ikarsak siitunlarini baz elemanla-
rinin goriintiileri olarak degerlendirip bir dogrusal
doniisiim tanimlayabiliriz.

Matris gosterimiyle birlikte,

GL(V)->GL(n,C), T~ [T]s

izomorfizmasim bulmus oluruz.
Diger taraftan, p: G — GL(V) temsili verildi-
ginde elde ettigimiz matris gdsterimini kullanip,

p:G - GL(n,C)

doniigiimiini de elde etmis olduk. (Burada notas-
yonu basit tutmak i¢in yeni bir harf kullanmadik.)
Bu déniigiime de G'nin matris temsili diyoruz. Bir
onceki durumda oldugu gibi, grubun elemanlarim
matrislerle, grup ¢arpmasini ise matris ¢arpmasiyla
temsil etmis olduk.

Ornek 3. Yukaridaki C5 6rnegimize donelim. Et-
kimiz 2 boyutlu uzay iizerine oldugundan matris
temsili p: C3 - GL(2,C) bigiminde tamimlanmali.
Birim elemanin goériintiisii birim matris /o iken
p(c) = Rayys’lin matrisini belirlemek icin standart
baz {e1, ez} tizerindeki etkisini bulmamiz gerekir.
Bu hesap dogrusal cebirin klasik érneklerinden
oldugundan okuyucuya birakip sonucu vermekle
yetinecegiz.

one-[m0E) N[5 ]
[p(c)]s sin (%) cos (%) § .l

LGrubun soyut olmasi G kiimesinin elemanlarimi ve bu elemanlarin ¢arpma, islemini belirlemedigimiz anlamina gelir.
Ornegin G = S3 yazarsak G’nin elemanlarim1 ve grup islemini somut olarak biliriz.
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Hatirlarsaniz bir de p’ tanimlamistik. I¢giidiisel ola-
rak bu iki temsil arasinda biiyiik bir fark géremesek
de etkilerin farkl oldugu da agikardir. Matris tem-
sili olarak degerlendirdigimizde p’(c¢)’nin matrisi
soyle verilir:

[p'(c)]s =

N

cos () —sn(5)]_[-4 £
an(5) (57|

_1

2
Matrislerin de birbirine ¢ok benzedigini gbzleyebi-
liriz.

Denk Temsiller

Simdi su soruyu digiinelim: G’nin iki temsi-
lini ne zaman denk kabul edecegiz? Tabii 6ncelikle
denk kelimesine bir anlam vermemiz gerekli. Sez-
gisel olarak, denk olmanin egit olmaktan daha za-
yif olmasini bekleriz; ¢iinkii ashinda goriintiiniin
esitligine degil yaratilan etkinin esitligine bakmak
istiyoruz. Ornegin yukaridaki Cs temsillerini denk
kabul etmek isteriz!

Birbirinden suni olarak farklilagtirilmig temsil-
ler kurmak zor degildir. Aslinda benzer bir durum
dogrusal doniisiimler icin de gecerlidir. Ornegin
V' vektor uzay: igin iki farkli baz alirsak, B ve D,
T :V - V’nin B’ye ve D’ye gbre matrisleri bir-
birinden farkl olacaktir. Ama V iizerindeki etki
Ozlinde birbirine denktir.

Bu denkligi temsiller i¢in goyle genelleriz.

p:G—>GL(V) ve o:G— GL(V) temsil-
leri verilsin. Eger her g € G igin,

o(g)=T p(g)- T

esitligini saglayan tersinir bir dogrusal do-
nigim 7T : V — V varsa, p ve o’ya denk
temsiller denir. bu durumda p ~ o yazariz.

\. J

Tamimdan agikca goriilecegi gibi, temel olarak,
iki temsilin fakli bazlarda aym dontigtimleri belir-
ledigini soyliiyoruz ancak bu baz degigimi grubun
tiim elemanlar: i¢in ayn1 anda gerceklesmeli. Yani
bulacagimiz T : V — V doéniigimi G’nin tiim ele-
manlar1 i¢in ise yaramali!

Ornek 4. Tanmimmizdan ilk beklentimiz Cs tem-
sillerinin denk oldugunu vermesiydi. Tanim beklen-
timizi kargilar:

matrisi yukarida verdigimiz matrisleri birbirine do-
niigtiirecektir!

Ornek 5. Ornekler yazimizda Dg grubu icin ver-
digimiz 2 boyutlu temsili hatirlatalim:

p(s)=(_01 é), p<t>=($ _01)

Denk temsil bulmak igin bir tersinir doniisime
ihtiyacimiz var: T : V — V'yi,

11

v\ i)

olarak tanimlayalim. Matrisin determinanti 0 ol-
madigindan tersi vardir ve

T (v) = 1(1. 1.).u

T -1

T(v) =

olur. Tanimda verilen iglemi yapip o : Dg —
GL(2,C) temsilini bulabiliriz. Hesaplarin detay-
larini okuyucuya birakiyoruz.

=1

o(s)=T-p(s)-T7" = ((Z) O.)

o0 =157 (] )

G'nin biitlin temsillerinin kiimesini diigiintirsek
iki temsilin denk olmasi bu kiime tizerinde bir ba-
gint1 verir. Isminin de 6nerdigi {izere bu bagmti
bir denklik bagintisidir, yani yansima, simetri ve
geciglilik 6zelliklerine sahiptir. Bu iddianin kanitini
da okuyucuya birakiyoruz. Bundan sonra temsil-
lerden s6z ederken temsillerin bu denklik bagintisi
altindaki denklik simiflarindan séz edecegiz. Bir
bagka ifadeyle, birbirine denk olan temsilleri esit
kabul edecegiz.

Alt-temsiller

Uzerinde bir yap: olan matematiksel nesneleri
diigiiniirken her zaman altyapilar olup olmadigini
anlamaya calisiriz. Kiimeler icin altkiime, gruplar
i¢in altgruplar vs. Burada nesnenin bir kisminin
yap1 altinda kapali olup olmadigi belirlenmelidir.
Ornegin gruplar icin, altgrup demek grup islemi
altinda kapali bir altkiime demektir, yani verilen
grup carpmasi ile kendi bagina grup olabilmesini
bekleriz.

Bu bakig agisiyla alt-temsilleri belirlemeye ¢ali-
salim. Vektor uzay: V'nin G’nin bir temsili olmasi
G’nin V izerinde dogrusal etkisi olmas1 demekti.
Oyleyse G'nin etkisi altinda kapali altuzaylara alt-
temsil denilebilir.
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p:G - GL(V) bir grup temsili ve W ¢V
bir altuzay olsun. Eger her g € G ve her
x € W igin pg(x) € W oluyorsa p : G -
GL(W) dontgtimiine p 'nun W idzerindeki
alt-temsili denir.

\. J

Burada dikkat edilmesi gereken farkli bir durum
var! Her ne kadar temsil adin1 verdigimiz nesne bir
grup doniisiimii olsa da asil ilgimiz vektor uzay:
olan V idi. Dolayisiyla alt-temsil dedigimiz zaman
V’nin altuzaylarini diigiiniiyoruz. Bu noktada oku-
yucuyu Ornekler yazimiza yonlendiriyorum. Ss gru-
bunun alt-temsili de olan temsillerine bir 6rnek
sizleri bekliyor.

Tabii yine asikar orneklerimiz var. Eger W =
{0} ya da W =V alirsak yukarida verilen kogulun
kolayca saglandigini goriiriiz. Genel yaklagimi takip
ederek ilerlemeye devam edersek siradaki gorevi-
miz bu tiir agikér alt-temsiller diginda alt-temsili
olmayan temsilleri aramak olmali.

Vektor uzaylari i¢in bu soru kolayca ¢oziiliir;
¢iinkii sifir olmayan her vektor 1 boyutlu bir altu-
zay lUretmektedir. Dolayisiyla agikar olmayan higbir
alt-uzayin var olmamasi igin gerek ve yeter kosul
uzayin boyutunun 1 olmasidir.

Temsiller s6z konusu oldugunda tanimladigimiz
ek kogul daha yiiksek boyutlarda da érnek bulma-
miz1 saglar. Bu tanimi vermeden 6nce temsillere
bakig acimizi degistirecek bir kavram tiretecegiz.

CG-modiiller

Alt-temsilleri tanimlarken kargilagtigimiz du-
rum, yani temsil dedigimizde grup doénigimiinii
degil vektor uzayini diigiinme durumu, aslinda
tlim yapiy1 vektor uzaylar: cinsinden tanimlamanin
daha uygun oldugunu gosteriyor. Bu gegisi sagla-
mak ve grup doniisiimii tanimindan uzaklagmak
i¢in yeni bir tanim yapacagiz.

p: G — GL(V) temsili verildiginde (V p)
ikilisine bir CG-modil denir. V'nin vektor
uzay1 boyutuna CG-modiiliin boyutu ya da
derecesi denir.

Bu her ne kadar acgik bir tanim olsa da daha
net bir tanim daha verelim:

V' vektor uzayr ve G grubu verilsin. Eger
V iizerinde G’nin dogrusal bir etkisi varsa
V’ye CG-modiil denir.

Ornek 6. Bakis acimizdaki degisimi daha net go-
rebilmek igin ilk 6rnegimize geri dénelim. G = Cs
grubunun V = C? iizerindeki déndiirme etkisini ta-
nimlamigtik. Bunun i¢in grubun iireteci ¢’yi orijin

etrafinda 27/3 dénme saglayan dogrusal doniigiimle
eslemistik.

Bize bu temsili animsatan bir CCs-modiil bul-
mak icin énce C? icin bir baz belirleyelim. Dén-
diirme etkisinin tarifini kolaylagtirmak i¢in ilk baz
elemanini z-ekseni dogrultusundaki birim vektor
v1, ikinci baz elemaniniysa merkezi bir kogesi x-
ekseninde merkezi orijinde olan egkenar ti¢genin 2.
bolgedeki kogesi yoniindeki birim vektor olarak ala-
lim. Agagida bu bazla verilen koordinat diizlemini
bulabilirsiniz.

V2

120°

Simdi grup etkisini tanimlayalim. Etkiyi 6nce baz
iizerinde tanimlayip sonra dogrusal olarak genisle-
tirsek etkinin dogrusal olma 6zelligini de elde etmig
oluruz.

C-VU1 = Vg, C-Vg =73

olsun. Burada vz = —(v1 + v2) liggenin diger ko-
gesi yoniindeki birim vektorii gosteriyor. Dogrusal
olarak genislettigimizdeki etkiyle birlikte bir CCs-
modiil elde etmis olacagiz. Bu etkinin ilk 6rnegi-
mizdeki temsilden gelen modiilii {irettigi aciktir.

Béylece G’nin temsilleriyle CG-modiilleri bi-
rebir eglemis oluyoruz. Ama hatirlarsanmz tem-
silleri denklik siniflariyla birlikte diisiinmeye ka-
rar vermigtik. Dolayisiyla denklik bagintimizi CG-
modiillere de tagimamiz gerekli. Kullanacagimiz
yontem klasik: CG-modiil, iizerinde yap1 olan bir
kiime oldugu i¢in denkligin dogal tanimini, yapiy1
koruyan birebir-6rten fonksiyonlar, yani izomorfiz-
malar verecek!

V ve W CG-modiiller ve ¢ : V. — W bir
tersinir dogrusal doniigiim olsun. Eger her
geG vewveV igin,

¢(g-v) =g d(v)

esitligi saglaniyorsa ¢’ye CG-izomorfizmast
denir. Bu durumda V =z W yazariz.

\ J

Bu tanimi degismeli bir diyagram iizerinde go-
rebiliriz:
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Diyagramda sol iistteki V’den sag alttaki W’ya
giden iki farkl yol var ve diyagramin degigmeli
olmasi bu iki yoldan da gidildiginde ayni1 sonuca
ulagilacagi anlamina gelmektedir.

Teorem 1. p: G - GL(V) ve 0 : G -
GL(W) temsilleri i¢in asagidaki énermeler
birbirine denktir:

1. p ve o temsilleri denktir.

2. CG-modiiller V- ve W izomorftur.

J

Bu teoremle birlikte G’nin temsilleriyle CG-
modiilleri egleyen fonksiyonun temsillerin denklik
smiflarin1 da CG-modiillerin izomorfizma sinifla-
rina egledigini gérmiig olduk. Bundan sonra sadece
CG-modiilleri diigiinecegiz, ¢ok gerektiginde yuka-
rida tarif edilen gecigle olusan temsillere de atifta
bulunacagiz.

Bir diger 6nemli not: Her ne kadar izomorfik ol-
mak esit olmak anlamina gelmese de simiflandirma
ve yap1 belirleme problemlerinde tiim modiilleri
izomorfizma smiflarina gore aliyoruz. Demek iste-
digim, birbirine izomorfik modiilleri, gerektiginde
= igaretini de kullanarak, ayni kabul edecegiz. In-
gilizcede up to isomorphism diyoruz.

Bu yazilarimizda iizerinde durmayacak olsak da
aslinda bu ismin bir temeli var. Cisimler, halkalar
gibi cebirsel bir yap1 olan cisimler tizerindeki cebir-
ler, lizerinde halka yapisi olan vektor uzaylaridir.
Cebirlerin vektor uzaylarima etkileri de galigilabilir
ve cebirin modilleri dedigimiz bu yapilar, cebir
Cd segildiginde yukarida tanimladigimiz yapilara
karsilik geleceklerdir.

Alt-modiilleri bu yeni dilde tanmimlayabiliriz.
Ayrica altmodiili olmama durumuna da bir isim
verecegiz.

V bir CG-modiil ve W ¢V bir altuzay ol-
sun. Eger her g e G ve we W igin g-we W
saglaniyorsa W'ya V'nin bir CG-altmodtilii
denir.

Eger V'nin 0 ve V’den bagka bir altmodiili
yoksa V’ye indirgenemez modil ya da basit
modiil, aksi halde indirgenebilir modiil ya
da basit olmayan modiil denir.

Basit modiiller tizerinde ¢ok sayida sonug ve-
recegiz. Temel amaglarimizdan birisi tiim basit
modiilleri bulmak. Once temel iki érnege goz ata-
Iim.

Ornek 7. (a) 1 boyutlu her CG-modiil basittir.

(b) Ornekler béliimiinde S3 grubu igin bir ba-
sit bir de basit olmayan CS3-modiil 6rnegi
bulunuyor.

CG-homomorfizmalari

Matematiksel nesneleri ¢alisirken kullandigimiz
yontemlerden birisi de yapiyr koruyan fonksiyonlar
araciligiyla s6z konusu nesneleri kargilagtirmaktir.
CG-modiiller i¢in bu kavram agagidaki gibi verilir.

' )

V,W birer CG-modiil ve f : V — W bir
dogrusal déniistim olsun. Eger her g € G ve
v eV igin,

flg-v)=g-f(v)

esitligi saglaniyorsa f’ye CG-modil homo-
morfizmast denir.

J

Beklendigi iizere, bu tanim yukarida verdigimiz
izomorfizma tanimimin bir genellemesidir. Homo-
morfizmalar1 alt-modiiller iretmek igin kullanabili-
riz. f:V - W bir CG-modiil homomorfizmasiysa
fnin gekirdegi (Ing. kernel),

ker f={veV | f(v) =0}

kiimesi olarak tamimlanir. Eger f(v) = 0 ise her
g € G igin,

flg-v)=g-f(v)=g-0=0

olacagindan g - v € ker(f) olur, yani f’nin ¢ekir-
degi bir CG-altmodiildiir. Benzer sekilde f’nin go-
riintiisii de bir CG-altmodiil olur. Gergekten de
w = f(v) ve g€ G ise,

gw=g-f(v)=f(g-v)

saglandigindan ¢g-w da f’nin goriintiisiindedir. Bu
sonuglar1 6zetleyelim.

Onerme 2. f:V - W CG-modiil homo-
morfizmaswysa f’nin ¢ekirdegi V ’nin, f ’nin
gorintistiyse W 'nun birer CG-altmod-ili-
diir.

Yine agikar 6rnekler mevcut! Eger f’yi V'’nin
biitiin elemanlarini 0’a gotiiren fonksiyon olarak
secgersek fnin CG-homomorfizmas: olacag agiktir.
Benzer sekilde f: V — V,v —» v birim fonksiyonu
da CG-homomorfizmasidir. Daha iyi bir 6rnek asa-
gida.
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Ornek 8. Ornekler yazimizda Ss grubunun stan-
dart temsilini tamitmgtik. Oradaki gosterimlerle de-
vam edelim. Bu temsile kargilik gelen CG-modiili
de U ile gosterelim. Ayrica C ile 1 boyutlu agikar
CS3-modiilii gosterelim. Bu modiil 1 € C tarafindan
gerilir. Simdi ¢ : C > U,1 — f1 + f3 + f3 tanimim
yapalim. Kolayca,

P(g-1)=d(1) = fr+ fa+ f3

ve

g f(W)=g-(fi+tfarfa)=fi+fotf3

oldugunu hesaplariz. Yani ¢ bir CG-homomorfiz-
masidir.
Ters yonde,

AMfi+Xafo+Azfam A+ A2+ A3

kuraliyla tamimlayacagimiz ¢ : U — C fonksiyonu
da bir CG-homomorfizmasi olur. Gergekten de G
etkisi sadece f;’leri karigtirdig1 icin etki sonrasi
katsayilarin toplami sabit kalacaktar.

Bu homomorfizmanin ¢ekirdegini de belirleye-
biliriz: 1 her vektorii koordinatlar: toplamina gotii-
riiyor, dolayisiyla ¢ekirdegi koordinatlar: toplami 0
olan diizlem olmali. Bu diizlemi K ile gosterelim:

K={X\fi+Xafo+Asfs| A1 +Aa+A3=0}

Yukarida da belirttigimiz gibi K altuzay1 U’dan
gelen etkiyle bir CS3-modiil olur.

Gosterim. V, W birer CG-modiil olsun.
Homee (V, W)

ile V’den W’ya giden tiim CG-modiil ho-
momorfizmalarinin kiimesini gosterecegiz.
Bu kiime,

(¢ +9)(v) = d(v) +(v)

ile verilen toplama iglemi altinda abel grubu
olur.
Eger W =V ise,

Endcg (V) = Homeg(V, V)

yazariz ve her bir elemana CG-endomorfiz-
mast deriz.

Dolaysiz Toplam ve Boliim Modiilleri

Siklikla kullanacagimiz iki kavram daha var. Tlk
olarak dolaysiz toplami tanimlayalim. Bu amagla
V ve W ile gosterecegimiz iki CG-modiil segelim.

10

Bu modiilleri vektor uzay: olarak diiglindiigiimiizde
dolaysiz toplamlarini yapabiliriz:

VeW={(v,w)|veV,weW}

Simdi bu vektor uzayini bir CG-modiil yapmak
kolay: Her g € G ve (v,w) e V@& W igin,

g-(v,w) =(g-v,9-w)
yazariz. Tanimin gergekten bir CG-modiil verdi-
gini kanitlamay1 okuyucuya birakiyoruz. Bu yolla
elde ettigimiz CG-modiil V & W’ya V ile W 'nun
dolaysiz toplama denir. Dikkat edilirse,

dim(c(V ® W) =dim¢c V +dimc W

esitligi saglanmaktadir.

Her ne kadar ilk bakigta kullanigh gériinmese
de dolaysiz toplamlar temsil teorisinde énemli bir
yere sahiptir. Ilerleyen sayfalarda daha yogun kul-
lanimin gorecegiz.

Dolaysiz toplami verilen bir modiiliin i¢inde
de yapabiliriz. Bunun i¢in U bir CG-modiil ve
V., W c U altmodiiller olsun. Bu iki altmodiiliin
toplama

V+W={v+w|veV,weW}

tanimiyla verilir. S6zlii olarak, elimizdeki iki vektor
uzayimin tiim elemanlarinin toplamlarindan olugan
uzay1 aldik. Tanimimizin gergekten bir altmodiil
oldugunu okuyucu kontrol etmeli. Dogrusal cebir-
den iyi bildigimiz bu iglem sonucunda elde edilen
altuzayin boyutu,

dimc(V ® W) =dimc V +dim¢c W - dimc(V N W)

esitligiyle verilmektedir.

Eger VnW =0 ise, toplam altmodiili V +W'ya
dolaysiz toplam diyecegiz. Yukaridaki dolayisiz top-
lamla bu yeni tamimin iligkisi asagidaki sonugla
belirleniyor: Oncelikle V, W ¢ U verildiginde bu iki
altmodiilii bagimsiz altmodiiller olarak diigliniip
dolaysiz toplamlar1 V' @ W modiiliinii kurabiliriz.

~

Onerme 3. CG-modiil U ve altmodiilleri
VW c U wverildiginde,

T:-VoeW->V+W, (v,w)Hv+w

fonksiyonu bir dogrusal dontisim tanimlar.
Dahast VW =0 oldugunda T bir izomor-
fizma olur.

Dogrusal cebirden agina oldugumuz kanit1 ta-
mamlamayi bir kez daha okuyucuya birakiyoruz.

Bir diger tanimimiz boéliim modiilleri olacak.
Bunun i¢in V' bir CG-modiil ve W ¢ V bir CG-
altmodiil olsun. Yine vektor uzaylar: olarak aldigi-
mizda,

VIW={v+Wl|veV}
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boliim uzayindan sz edebiliriz. Burada,
v+W={v+w|weW}

ile v'nin W-egkiimesini géstermekteyiz. Yukarida
oldugu gibi bu boliim uzayini CG-modiil yapmak
miimkiin. Beklenecegi gibi g € G’nin etkisini,

g (v+W)=g-v+W

olarak tanimlariz. Bu tamimin diizgiin oldugunu
kanitlamak gereklidir. Bu amacla v+ W =o' + W
olsun. Oyleyse,

g (w+W)=g-(v' +W)

saglanmali. Ama v+ W =v" + W esitligi v—v' ¢ W
icermesini de gerektirir. Ayrica W bir CG-modiil
oldugundan g- (v -v") € W da dogrudur. Bu du-
rumda,

g- (W' +W) g-v'+W
= gv+g-(v=-0)+W

= gv+gv-gvV+W
= g v+ W
= g-(v+W)

esitlikleri etkinin diizgiin tanimlh oldugunu verir.
Olusturdugumuz V /W modiiliine V ’nin W 'ya bé-
lim1i denir.

Cekirdek ve boliim tanimlandiktan sonra tiim
cebircilerin aklina izomorfizma teoremleri gelecek-
tir. Iyi haber su ki bu teoremler CG-modiiller icin
de dogrudur! Simdilik sadece birinci teoremi vere-
cegiz. Digerlerini hem ilkinden cikarilabilecekleri
hem de onun kadar sik kullanilmayacaklar: igin
simdilik vermeyecegiz.

Teorem 2 (Birinci Izomorfizma Teoremi).
@ :V - W bir CG-modiil homomorfizmast
olsun. ¢’den tireyen ve

@(v +kerp) = ¢(v)
ile tamamlanan,
@:V/kerp - Im @

fonksiyonu bir CG-modiil izomorfizmasidar.

Kanat. Onceklikle p'nin diizgiin taniml oldugunu
gorelim. Eger v +ker ¢ = v +ker ¢ ise, yani v —v' €
ker ¢ ise,

p(v) = p(v+ (v -v))
= p(v") = 3(v" + ker o)

&(v + ker )

oldugundan ¢ fonksiyonu ker ¢’'nin egkiimelerinde
sabittir. Dolayisiyla egkiime temsilcileri tizerinden
yapilan tanim diizgiindiir. Kanitin bu kisminda
sadece ’'nin dogrusal oldugunu kullandigimiza dik-
kat edin. Benzer gekilde ¢’nin de dogrusal oldugu
kolaylikla gosterilebilir.

Ikinci olarak ¢nin CG-homomorfizmasi oldu-
gunu gostermeliyiz. Bunun igin g € G verilsin. O
zamarn,

¢(g-v) =g-p(v)
g-P(v+kerp)

(g (v+kerp)) =

esitlikleri saglanacagimdan ¢’nin CG-homomorfiz-
mas1 oldugu sonucuna ulagiriz. Bu kisimdaysa
¢’ nin CG-homomorfizmasi oldugu 6nem tagimak-
taydi.

Son olarak @’nin birebir ve érten oldugunu ka-
mitlamaliyiz. Oncelikle, 6rten oldugu asikar; ¢iinkii
w(v) = @(v + ker ) saglanir. Birebir oldugunu gor-
mek i¢in @(v + kerp) = @(v" + kerp) oldugunu
varsayalim. Sagi soldan ¢ikarirsak,

0

o(v+kerp) - @(v' +kerp)
p(v) —p(v) = p(v-v')

buluruz. Oyleyse v—v' € ker ¢ olur, yani v +ker ¢ =
v’ + ker ¢ saglanir. O

Ornek 9. Ornek 8’de tammladigimiz ¢ : U - C
homomorfizmasi, goriintii kiimesi 1 boyutlu oldu-
gundan, 6rtendir. Bu durumda Birinci Izomorfizma
Teoremi’'nden,

Ulkery =C

buluruz.

Basit Modiiller ve Tam Indirgenebi-
lirlik

Yukarida basit modiileri tanimlamigtik. Dogal
olarak bu modiillerin tiim diger modiillerin yap1 tag-
lar1 olmasimi bekliyoruz. Vektor uzaylar: 6rnegimizi
dolaysiz toplam tanmimimizla birlikte tekrar diisii-
niirseniz, herhangi bir vektor uzayimin basit vektor
uzaylariin doalysiz toplami olarak yazilabilecegi
sonucuna variriz. Benzer bir sonucu CG-modiiller
i¢in de kamitlamak miimkiin! Ancak durumu tam
olarak netlestirebilmek i¢in benzer sonucun karak-
teristigi p > 0 olan cisimlerin vektdr uzaylar tizerin-
deki etkiler i¢in kanitlamanin her zaman miimkiin
olmadigini belirtelim. Bu sebepten dolay1 agagidaki
tanimi yapmak gereklidir.

11
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V' bir CG-modiil olmak iizere, eger V' nin
bazi basit CG-altmodiilleri Vi, Vs, ..., V,
icin,

VeVieVese...0V,
izomorfizmasi saglaniyorsa V'’ye tam indir-
genebilir ya da yari-basit denir.

\. J

Bu tanima gore tiim basit modiillerin ayni za-
manda yari-basit olacagi agik. Yari-basit olmayan
bir érnegi Ornekler yazimizda bulabilirsiniz. Tek-
rar belirtelim, bu 6rnek icin karakteristigi p > 0
olan cisimler iizerindeki vektor uzaylarini bilmek
gerekli. Tartigmamizin bir sonucu da indirgenebilir
olmanin yeterince kapsamli bir tanim olmadigidir.
Indirgenebilir olan, ama tam indirgenemeyen mo-
diiller kapsam diginda kaldi. Yeni bir tanim daha
yapalim.

V bir CG-modiil olsun. Eger V'’nin,
V=UeW

olacak gekilde sifirdan farkli U, W altmodiil-
leri varsa V’ye parcalanabilir modiil, yoksa
par¢alanamaz modil diyecegiz.

Onceki tanimla kargilagtirirsak, basit olan her
modiil ayn1 zamanda parcalanamaz olacak; ¢linkii
U ve W modiilleri i¢in adayimiz bile yok. Benzer
sekilde tam indirgenebilir her modiil parcalanabi-
lirdir. Ancak bu 6nermelerin tersleri dogru degil.
Yukarida bahsettigimiz 6rnek bu durum i¢in de
aksi ornektir.

Siradaki yazimizda tam indirgenebilirlik duru-
munu detayl inceleyecegiz. Oncesinde yari-basit
modiillerin temel 6zelliklerine kisaca gbz atalim.

e 1

Onsav 2. V bir CG-modiil olsun. Asagi-
daki ifadeler birbirine denktir.

1. 'V yar-basittir.

2. V basit altmodiillerinin toplama ola-
rak yazilabilir.

3. V'’nin her altmodilinin bir timleyeni
vardar.

Kanat. Birinci ve iigiincii 6nermelerin denkligini

12

yukarida kanitlamistik. Oyleyse 1=2 ve 2=—=1
kanitlamamiz yeterli olacaktir. Ik 6nerme, yani
1==2 Onermesi agik, yukarida gordiigiimiiz gibi,
V' basit modiillerin dolaysiz toplami oldugundan
ayni zamanda bu modiillerin toplami da olacaktir.

Geriye en zor 6nerme olan 2==1 Onermesi
kald1. Diyelim ki V = ¥}, V; basit CG-modiillerin
toplami olarak yazilmig olsun. Burada k’nin sonsuz
olmasina da izin veriyoruz. Vektor uzay:r V’nin bo-
yutu sonlu oldugundan bu toplamin i¢inden ayni
esitligi verecek sonlu sayida terim secebiliriz. Oy-
leyse, bu toplamin i¢inden dolaysiz toplam olarak
yazilabilecek en biiyiik terim kiimesini alalim, yani
oyle Vi, Vi, ..., Vi, secelim ki E =V, +...+V},
dolaysiz toplam olsun. Iddiamiz bu toplamin da V'
modiiliine esit olacagi. Gergekten de eger degilse, o
zaman V; ¢ E saglayan en az bir V; vardir. Ama V;
basitti, dolayisiyla, bu durumda E'nV; = 0 olmali-
dir. Bu egitlik bize E + V; toplaminin da dolaysiz
oldugunu verir ki bu sonu¢ E toplaminin maksimal
olmasiyla celigir. Dolayisiyla V; ozelligine sahip bir
altmodiil yoktur, yani F =V saglanir. O

Onsav 3. V yari-basit bir CG-modiil ve
W eV bir CG-altmodiil olsun. Bu durumda
W da yari-basittir.

Kanit. Tk olarak V’nin baz1 basit altmodiilleri
Vl7‘/2a EERE) V’rL igin7

V=Vi+Vo+...+V,
yazalim. Simdi W = V n W olacagindan,
W=(VinW)+(VonW)+...+(V,nW)

esitligini elde ederiz. Ancak V; altmodiilleri basit
oldugundan ve 0 ¢ V; n W ¢ V; icermelerinden do-
lay1 bu kesigimler ya 0 ya da V;’nin kendisine esit
olur. Dolayisiyla yukaridaki toplamda 0 olan terim-
leri sildigimizde geriye basit modiillerin toplami
kalir ki bu toplamin varligi bize W’nun yari-basit
oldugunu veriyor. O

Asagidaki Onermenin kaniti oldukca kolay.
Bunu okuyucuya birakiyoruz.

Onsav 4. V,V’ yari-basit CG-modiillerse
Ve V' dolaysiz toplams da yari-basittir.
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Bir 6nceki yazimizda CG-modiillerin yari-basit
oldugunu iddia etmigtik. Agagida Maschkenin Te-
oremi olarak verecegimiz bu sonucun kaniti hem
temsil kuraminda hem de yakin birgok alanda sik-
likla kullandigimiz bir fikri de bizlere tanitmig ola-
cak.

~

J

Teorem 1 (Maschke’nin Teoremi). U bir
CG-modiil olsun. Her CG-altmodil V c U

1¢in,

U=VeW
esitligini saglayan bir W ¢ U CG-altmodiili
vardar.

Kanita gegmeden 6nce 6nemli bir notumuz var.
Her ne kadar kompleks vektor uzaylarimi ¢aligiyor
olsak da herhangi bir cisim iizerindeki vektor uzay-
larina etkileri de diigiinebilecegimizi belirtmigtik.
Maschke’nin Teoremi’nin en genel hali, cismin ka-
rakteristigi p oldugunda grubun mertebesi |G|nin
p’ye béliinmemesi varsayimini yapar ve ayni So-
nucu kanitlar. Geri kalan durumda G’nin temsilleri
yari-basit degildir.

Kanat. 11k olarak V'nin vektdr uzay: olarak tiim-
leyeni olan bir Wy € U segelim, yani U =V @ W
olsun. Bu altuzay bir CG-altmodiil olmak zorunda
degildir. Yapmamiz gereken Wy degigtirerek CG-
altmodiil de olan bir tiimleyen bulmak olacak.
Yukarida verdigimiz dolaysiz toplama gore veri-
len V altuzaymma izdiisiim fonksiyonunu 7y ile
gosterelim. Bir bagka ifadeyle, eger elemanlar:
v+w,v eV, weW olacak bi¢imde yazarsak,

my:U—->V, v+wero

elde ederiz.

Bu fonksiyon bir dogrusal doniigiim olsa da
CG-homomorfizma olmak zorunda degildir. Bir
CG-homomorfizma elde etmek icin 7y 'nin G-etkisi
altindaki ortalamasimi aliriz, yani

Y v (eow)

VU > U,
i EF?

i, (u) =

yazalim.

iddia. Yukarida tammladigimiz Ty
1. V’ye izdiigtimdiir ve

2. CG-modiil homomorfizmasidir.

Bu iddiay1 kanitlamadan 6nce teoremin kaniti
icin yeterli oldugunu gosterelim. Bir onceki bo-
limde her CG-modiill homomorfizmasimin ¢ekir-
deginin bir CG-altmodiil oldugunu goéstermistik.
Oyleyse ker 7}, 'niin U’'nun bir CG-altmodiilii ol-
dugu sdylenebilir. Ancak lineer cebirin iyi bilinen
bir teoremi,! ker 7y, /niin V'nin tiimleyeni oldugunu
vermektedir. Boylece teorem kanitlanmig olur.

Geriye sadece iddiay1 kanitlamak kaldi. Tlk ola-
rak 7{,'niin goériintiisiinii hesaplayalim. Her uw ¢ U
ve g € G igin my (g-u) € V oldugu agiktir. Ayrica
V' bir CG-altmodiil oldugundan G etkisi altinda
kapahdir, 6zel olarak, g~! -7y (g-u) € V saglanir.
Son olarak V bir altuzay oldugundan g=*-my (g-u)
elemanlarini g tizerinden topladigimizda da V'’nin
icinde kalacaktir. Dolayisiyla Im(7{,) € V olur.

Amacimiz 7, ’niin izdiigiim oldugunu goster-
mekti. Bunun ic¢in V’nin elemanlar: iizerinde birim
fonksiyon oldugunu da gostermeliyiz. Eger v e V
ise,

() =

Q
g
< |

Buradaki hesapta, ikinci satira inerken 7y 'nin V'’ye
izdiigim verdigini ve V'nin CG-altmodiil yapisina
sahip oldugunu kullandik. Sonraki iki satirdaki
islemler okuyucunun kolaylikla takip edebilecegi
nitelikte.

1Burada atifta bulundugumuz teorem herhangi bir dogrusal operatér T:V — V igin V = ker T @ Im T oldugunu sdyler.
Dikkat ederseniz buradaki asil iddia, yeni tanimimizla, tiim vektor uzaylarinin yari-basit oldugudur.

13
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Boylece geriye sadece my, fonksiyonunun bir
CG-modiil homomorfizmas: oldugunu gostermek
kaldi. Bu amagla x € G ve u € U segelim ve aga-
gidaki hesaplar1 yapalim. Takibi kolaylagtirmak
amaciyla her adimdaki degigsimlerin altini ¢izecegiz.
Bu ¢izginin bagka bir anlami olmayacak.

(o) - |C17,|g€ZGg‘1~7rv(g'(x'U))
- @gengl-w((gx)-u)
_ @gé(@_l)-w((gw)ﬂ)
_ @%W’”V((W)'“)
- x-@gezG«gml)w((gx)-u)
_ m.@yézcw-l)-m(y-u)
= ool (u).

Bu paragrafta adimlar acgiklayacagiz. Kendisi ta-
kip edebilen okuyucu kanitin sonuna atlayabilir.
Ik adim kolay, grup etkisinin birlesme 6zelligini
kullanip g ve z etkilerini birlegtirdik. Amacimiz z
etkisini baga almak oldugundan, tiim esitligi sol-
dan zz! ile carptik. Bu arada yeni baglayanlar
icin birim elemanla ¢arpmanin cebircilerin en po-
piler taktiklerinden biri oldugunu belirtmeliyim.
Sonraki adimda bu ¢arpimi birlegsme 6zelligini de
kullanip ayirdik, = yalnz kalirken 27! ile g~! bir-
lesti. Boylece z’i diledigimiz gibi sol baga alabil-
dik, bu arada x71g7’i de (gx)~! yaptik. Simdi en
onemli adim: 7y ’nin solundaki grup elemaniyla
w’'nun Oniindeki grup elemamn birbirinin tersi. Aym
71, 'niin tamiminda oldugu gibi! Ayrica g degiskeni
G’nin biitliin elemanlari dolagirken sabit x ile
carptigimiz gx degiskeni de ayni elemanlar1 dolagir.
Bu sebepten y = gr yazdigimizda toplami y iize-
rinden yapmamizda bir sakinca olmaz. En sonda,
belki, toplamdaki terimlerin yeri degigmis olur. De-
gisken degistirme taktigini de uyguladiktan sonra
sonuca ulagmig olduk. Maschke kamtlandi! O

Tlerlemeden 6nce kanitta kullandigimiz degisken
degistirme taktigini ayrintilandiralim. Ayni fikri
defalarca kullanacagiz. Diyelim ki

Y. alg)

geG

toplamini hesapliyoruz. Bu toplamda her grup ele-
mani i¢in bir terim bulunuyor. Eger

G = {91792a"'7gn}

14

yazsaydik, yukaridaki toplam,

algr) +a(g2) +...+algn)

olurdu. Bunun yerine x € G’yi sabitleyip a(zg)’leri
toplayabiliriz:

a(zgr) + a(xge) + ...+ a(xgy)

Iddiamiz bu iki toplamm birbirine esit oldugudur.
Bunu gormek i¢in z’le soldan ¢arpma fonksiyonu
lz G — G’nin birebir ve érten oldugunu bilmek
yeterli. Gergekten, eger bu dogruysa,

{917923"'7971} =G = {1'91,1'92,..«,:59“}

olacag icin tek yaptigimiz terimleri yeniden sirala-
mak olacaktir. Simdi, [,’in birebir ve 6rten oldu-
gunu goérmeliyiz, ama bu da kolay; ciinkii z7'’le
soldan carpma fonksiyonu [,-1 yukaridaki fonksi-
yonun tersidir!

Maschke’nin  Teoremi ayni zamanda yari-
basitliligi de kanitlamaktadir. S6yle ki V' boyutu n
olan bir CG-modiil ise 6ncelikle V’nin basit olup
olmadigina bakariz. Basitse zaten kanitlayacak bir-
sey yok. Degilse V’nin 0 olmayan en az bir 6z-
altmodiilii vardir, bir tanesine U diyelim. Simdi
Maschke’nin Teoremi'nden V =U @ W olacak se-
kilde bagka bir altmodiil W bulabiliriz. Bu altmo-
diiller de basit olmak zorunda degil, ama her ikisi
de sifirdan biiyiik oldugu i¢in boyutlari en ¢gok n—1
olabilir. Simdi tiimevarim kullanarak hem U’nun
hem de W’nun yari-basit oldugu sonucuna variriz.
Dolayisiyla V' de yari-basittir. Oyleyse su sonucu
kanmtladik:

Sonug 1. Tim CG-modiiller yari-basittir.

Maschke’nin Teoremi’nin bir de i¢ carpim uzay-
larini kullanan kaniti bulunmaktadir. Bu kanitta da
benzer bir fikir bulunuyor; iddiay1 G-etkisi altinda
sabit kalan bir i¢ carpimin varhigina indirgeyip bu
i¢ carpimi da herhangi bir i¢ ¢arpimin G etkisi
altindaki ortalamasini alarak buluyoruz.

Teoremin bir diger 6nemli sonucu da basit
modiillerin énemini net olarak ortaya koymasidir:
Tiim CG-modiiller basit olanlarin dolaysiz toplam-
lar1 olarak bulunur. Oyleyse siradaki amacimizi
basit modiiller hakkinda daha fazla bilgi toplamak
olarak belirleyebiliriz.

Sonug 2. Her basit CG-modiil, dizenli CG-
modil CG ’nin bir altmodiiline izomorftur.

Bu sonucta adi gegen diizenli CG-modiil yap1-
sim1 Ornekler yazimizda bulabilirsiniz.
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Kanat. Sik kullanilan bir bagka yontemi ilk defa bu
kanitta gorecegiz. V basit CG-modiil ve 0 £ v eV
olsun. Diizenli modiil CG’den ¢ikan,

l,:CG-V, r—r-v
fonksiyonunu tanmimlayalim. Buradaki etki daha
agik olarak,

r= Zx\gg iken (Z)\gg)-v: Zx\g(g-v)

geG geG geG

olarak tammlanir. 11k iddiamiz bu fonksiyonun bir
CG-modiil homomorfizmasi oldugu. Gergekten de
eger g € G ise,

L(g-r)=(g-r)-v=g-(r-v)=g-l,(r)

saglanir.

Diger taraftan, [,(1) =1-v =v # 0 oldugundan
l,’nin goriintiisii sifirdan bityiiktiir. Oyleyse, Iy 'nin
goriintiisi bir altmodiil oldugu ve V basit oldugu
igin {,, 6rten olmalidir.

Bir diger taraftan, [,’nin g¢ekirdegi kerl, de
CG’nin altmodiiliidiir. Maschke’nin Teoremi’nden,

CG =kerl, oW
olarak yazabilecegimiz bir W altmodiilii vardir.
Son olarak Birinci izomorfizma Teoremi’'nden
bekledigimiz gibi
V =2CG/kerl, =W

buluruz.

Bu sonugcla birlikte:

1. G’nin sadece sonlu sayida indirgene-
mez temsili oldugu ve

2. Basit CG-modiillerin boyutlarinin
toplaminin G’nin mertebesinden kii-
¢iik egit oldugu

da kanitlanmig oldu. Ancak bu bilgiler yeterli de-
gil. Sonlu tane de olsa basit modiillerin sayisinin
tam olarak ka¢ oldugu ve bu modiillerin boyutlar:
hakkinda daha net bilgilere ulagsmay1 hedefliyoruz.
Ayrica diizenli CG-modiil iginde her bir basit mo-
diilden kagar adet goriindiigiinii de hesaplayacagiz.
Tiim sorular1 yanitlamak i¢in kullanacagimiz en
onemli araclardan biri Schur'un Onsavi’dir. Bu so-
nu¢ sadece temsiller teorisinde degil tiim modiiller
teorisinde siklikla kullanilir.

' )

Onsav 1 (Schur'un Onsavi). V,W birer
basit CG-modiil olsun.

1. Her bir CG-modil homomorfizmas:
¢:V > W ya 0°dr ya da izomorfiz-
madar.

2. Eger W =V ise, sifirdan farkl her
CG-modiil homomorfizmast ¢ : V —
V' birim dontsimin bir katidur, yani

Endcg(V) = {)\ : Id\/ | A€ C}

olur.

\ J

Kanat. 1. Tk iddiay1 kamitlamak icin ¢’nin sifir-
dan farkli oldugunu varsayalim. Oyleyse ¢(v)’nin
sifirdan farkli oldugu en az bir tane 0 # v € V
vektorii vardir. Bu durumda, v ¢ ker ¢ olacagimdan
ker ¢ # V olacaktir. Ama V basit CG-modiil oldu-
gundan biricik 6zaltmodiilii 0 modiiliidiir. Dolay1-
styla ¢ birebirdir. Simdi ¢’nin 6rten oldugunu gos-
termeliyiz. Yukaridakine benzer gekilde, ¢(v) # 0
oldugundan ¢’'nin gériintiisii de 0 modiiliinden bii-
yiktiir. Ama W da basit CG-modiildii, dolayisiyla,
@’nin goriintiisii 0’dan biiyilik tek altmodiil olan W
olmalidir, yani ¢ 6rtendir. Birebir ve érten oldu-
guna gore, ¢ izomorfizmadir.

2. Simdi ¢ : V - V’nin izomorfizma oldugunu
varsayalim. Hatirlarsaniz, ¢ ayni zamanda bir dog-
rusal doniigiimdii. Kompleks sayilar cismi {izerinde
oldugumuzdan ¢’'nin en az bir tane sifirdan farklh
Ozdegeri vardir. Boyle bir 6zdegere A\ diyelim ve
1 = ¢ — A-Idy homomorfizmasini tanimlayalim.
Yukaridaki gibi ker ¢ ¢ V' bir altmodiil olacagindan
ve V basit oldugundan ya kerv = 0 ya da keryp =V
olacak. Ama A’'nin 6zvektorii ¢’nin ¢ekirdeginde
oldugu igin ker ) sifir degildir ki bu da ¢ =0, yani
¢ = X-1dy esitligini verir. O

Temsil teorisinin bir amaci gruplarin yapilar:
hakkinda sonuglar elde etmekti. Bu yondeki ilk
sonucumuz agagida. Once bir tanima ihtiyacimiz
var.

V bir CG-modiil olsun. Eger G'nin bii-
tiin v € V vektorlerini sabitleyen biricik
eleman1 1 € G ise V'ye sadik modil de-
nir. Denk olarak, V’ye karsilik gelen temsil
p:G — GL(V) birebir olmali.

Gosterimi kolaylagtirmak icin V'’ye karsilik ge-
len temsilin gekirdegine ayni zamanda V’nin g¢ekir-
degi de diyoruz ve ker V' olarak yaziyoruz.
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Sonug¢ 3. G'’nin sadik basit bir modiili
varsa G ’nin merkezi Z(G) devirlidir.

Kanit. Soyut bir grubun devirli oldugunu goster-
menin bir yolu, bu grubun devirli oldugunu bil-
digimiz bir grubun altgrubu oldugunu gostermek-
tir. Oniimiizdeki 6rnekte bu fikri kullanacagiz ve
Z(G)’yi C*’min bir altgrubuna izomorf bulacagiz.
Cisimler teorisinden bildigimiz gibi C*’nin biitiin
sonlu altgruplar: devirlidir, dolayisiyla bu noktada
kanitimiz tamamlanmig olacak.

Belirttigimiz amaca ulagmak i¢in de Z(G) nin
sadik bir temsilini bulacagiz. Onermede varhigi ve-
rilen sadik ve basit CG-modiili V ile gosterelim.
Her z € Z(@G) igin,

L,: V-V, L(w)=zwv
fonksiyonu bir CG-modiil homomorfizmas: olacak-
tir. Gergekten de her g € G i¢in agagidaki esitlikler
dogrudur:
(g-v) = z:(9-v)=(29)-v
(42)-0=9-(=-v)
g-1.(v).

Burada yeni olan adim zg'nin gz’ye doniigimii-
diir ki z merkezi oldugundan bu islem dogrudur.
Simdi basit CG-modiil V’nin sifirdan farkh bir
endomorfizmasimi bulduk. Schur'un Onsavi’ndan
l, = A, -Idy esitligini saglayan bir A, € C* bulabili-
riz.

Adimlarm her biri Z(G)’nin her bir eleman:
icin dogru oldugundan,

\:Z(G) > C,

Ze A,

ile tamimlayacagimiz bir fonksiyon buluruz. Bu
fonksiyonun bir homomorfizma oldugunu goster-
mek zor degil: Eger z,t € Z(G) ise,

(leol.)(v) (12 (v))
t-(z-v)
(tz)-v
li-(v)

esitlikleri saglanir. Bununla birlikte,

(Iyoly)(v) = A0

ve

ltz(’l)) = )\tzv

oldugundan A\, = A\, buluruz.

Simdi A’'nin sadik oldugunu gosterelim. Eger
z € Z(@G) elemani igin A(z) = 1 oluyorsa, yani A, = 1
ise, ayn1 zamanda [, = Idy olur. Ama bu durumda
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z e ker V olur. V sadik oldugundan ker V' = {1} dir.
Dolayisiyla z = 1 olur ve X'nmin sadik oldugu kanit-
lanmig olur.

Sonug olarak, o : Z(G) - C* sadik homomor-
fizma (ya da birebir fonksiyon) oldugundan Birinci
Izomorfizma Teoremi'nden dolay: goriintiisiine izo-
morf olacaktir. Bir bagka ifadeyle, bagta hedefle-
digimiz gibi, Z(G), C*’nin sonlu bir altgrubuna
izomorftur. O

Elde ettigimiz sonucun tek yonli oldugunu
unutmayalim. Grubun merkezinin devirli olmasi
sadik basit modiil olmasim gerektirmez! Karak-
ter Tablosu Ornekleri yazimizda bir karsit drnek
(C5 % S5 yari-dogrusal ¢arpim grubu) verecegiz. De-
taylar igin okuyucunun 6nce karakterleri tanmttigi-
miz yaziyl beklemesini 6neririz.

Tlgili bir diger sonugsa p-gruplar (yani merte-
besi asal say1 p'nin bir kuvveti olan gruplar) i¢in
onermenin tersinin de dogru oldugu. Bu iddianin
kanit1 icin de baz1 araclar gelistirmek gerektiginden
bu yazida kanitlamayacagiz.

Tersini diigiinmemiz gereken bir diger sonug Sc-
hur'un Onsavi. Sanshyiz ki bu kanitlayabilecegimiz
bir iddia:

Onerme 1. V sifirdan farkh bir CG-modiil
olsun. Eger V ’'nin her endomorfizmast bi-
rim fonksiyonun bir katwysa V' basittir.

Kanat. Celigki bulabilmek icin V’nin indirgenebilir
oldugunu varsayalim ve 0 ¢ W c V' altmodiiliinii
secelim. Maschke’nin Teoremi'nden V = U @ W
esitligini saglayan bir U altmodiilii buluruz. Bu
parcalamig1 kullanip 7y : V' — U izdiigimiini ve
ty : U - V igermesini tanimlayalim. Her iki fonksi-
yonun CG-modiil homomorfizmasi oldugu agiktir.
Dolayisiyla bilegkeleri de CG-modiil homomorfiz-
mas1 olacaktir. Ancak ¢y o my endomorfizmasinin
birim fonksiyonun bir kati olmas1 miimkiin degil-
dir. Ciinkli 6rnegin, W’nun her bir eleman1 0’a
gitmektedir. Dolayisiyla bagtaki kabuliimiizle celi-
sen bir sonug elde ettik. Celigkinin kaynagi V'nin
indirgenebilir oldugu iddiamiz oldugundan, V' indir-
genemez, yani basit olmali. Hedefledigimiz sonuca
ulagtik. O

Bu noktada okuyucumuza alternatif bir yol
Onerecegiz. Schur’un 6nemli bir diger uygulamasi
CG-modiiller arasindaki homomorfizma uzaylarim
incelemektir. Elde edilen sonuclar daha sonra kritik
noktalarda kullanilacaktir. Yazinin devaminda bu
uygulamay1 gosterecegiz. Bununla birlikte, yukari-
daki sonuclar abel gruplarinin tiim basit temsille-
rini bulmak i¢in de yeterlidir. Bu sonucu ayr1 bir
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yaz1 olarak vermeyi uygun gordiik. Dileyen oku-
yucu bu yaziya kisa bir ara verip, Abel Gruplar
yazimizi okuyabilir.

Bahsettigimiz uygulamayla birlikte verilen bir
CG-modiilii basit CG-modiillerin dolaysiz toplami
olarak yazmak icin bir yontem ortaya koyacagiz. Or-
negin diizenli CG-modiil CG’nin her bir basit CG-
modiili igerdigini kanmitlamigtik. Dolayisiyla eger
Up,Usg,...,Ur (k = k(G)) biitiin CG-modiillerin
bir listesiyle,

CGEUh@Uiz@...QUi

parcalanig1 vardir. Ne var ki bazi terimler birbirine
izomorfik olabilir. Dolayisiyla her bir basit modiil-
den kag¢ kopya goriindiigiinii belirlememiz gerekli.
Bu problemi tiim CG-modiiller i¢in ¢ozecegiz.

Onerme 2. V bir CG-modiil ve
V=VielVhe...eV, (*)

V ’nin basit modiillere bir parcalanigy olsun.
Ayrica U €V de basit CG-modil olsun. Bu
durumda U = V; olan bir i vardar.

. J

Bir bagka ifadeyle, basit modiillere pargalanigin
bir 6rnegini belirledikten sonra, herhangi bagka bir
basit altmodiil bu parcalanigtaki terimlerden bi-
riyle izomorfiktir. Burada “esitlik” olmak zorunda
degildir.

Kanat. Verilen parcalaniga gore j’inci terime iz-
digtimii 7; : V — V; ile gosterelim. Ek olarak,
m;'nin U’ya kisitlamasi 7 |2 U - V; olsun. Simdi
0 # u € U elemannin (*) parcalanigina gore yazimi
U =Ul + Uz + ...+ Uy iSe, en az bir ¢ i¢in u; # 0 ola-
caktir. Oyleyse 7; | (u;) de sifirdan farkl olur. Bir
bagka ifadeyle, m; |y# 0 elde ederiz. Ama 7; |y iki
basit modiil arasindaki bir homomorfizmaydi, do-
layisiyla izomorfizmadir ve beklendigi gibi U = V;
sonucuna variriz. O

V bir CG-modiil ve U bir basit CG-modiil
olsun. Eger V'nin U’ya izomorfik bir altmo-
diilii varsa U’ya V'nin basit bileseni denir.
Benzer sekilde, W da bir CG-modiilken V'
ve W’nun birbirlerine izomorfik basit alt-
modiilleri varsa V' ve W nun ortak bileseni
vardur deriz.

J

Ornek olarak Cs = (c) grubunun diizenli modii-
liiniin basit bilegenlerini bulmaya calisalim. Hatir-
larsaniz diizenli modiil, baz1 {1,c¢,c?} olan komp-
leks vektor uzayiydi ve grubun etkisi soldan carp-
mayla veriliyordu. Bildigimiz iizere, her bir basit

CC3-modiil bu modiiliin bir altmodiiliine izomorf-
tur. Yeni tanimimizla tekrarlarsak, her bir basit
CC5-modiil diizenli modiiliin bir bilegenidir. Ayrica
Ornekler yazimizda da gorebileceginiz gibi C3’tin
ii¢ tane bir boyutlu modiilii vardir. Bu modiilleri
U1,Us, Us ile gosterirsek,

CSszUy Uy ® Us

vazariz. Bagka bir terim olmadigini boyut karsilas-
tirmasiyla bulduk!

Eger izomorfizm isaretini egitlikle degigtirmek
istersek CC3’tin Uy, Us, Us modiillerine izomorfik
altuzaylarmi bulmaliyiz. Oncelikle bu modiillere
kargilik gelen homomorfizmalar: belirleyelim.

U, agikdr modiil olsun, yani her g € C3 ve u € Uy
i¢in g - u = u olsun.

U, Cy’iin etkisinin ¢ - u = wu ile verildigi modiil
olsun. Burada w birimin ilkel ti¢lincii kokle-
rinden birini gosteriyor.

Us Cs’iin etkisinin ¢-u = w?u ile verildigi modiil
olsun.

Amacimiz bu modiilleri iiretecek vektorler bulmak.
Ik olarak asikar modiilii ele alalm. Cs5’iin agikar
etkisi i¢in diizenli modiiliin sabit bir vektoriine ih-
tiyacimiz var. Grup etkisi vektor uzayimin bazini
karigtirdigi i¢in baz elemanlarini toplamak yeterli
olmali. Gercekten de u; = 1 + ¢ + ¢? yazarsak,

CcC-Uuy =u; Ve CQ'U1 =1U1
esitliklerinin saglandig1 kolayca goriiliir. Boylece
Uy asikar modiiliiniin u1’in gerdigi U altmodiiliine
izomorf oldugunu bulmus olduk.

Sirada diger iki modiilii belirleme gorevi var.
Bu biraz daha zor. Genel bir yontem bilinse de bu
noktada heniiz onu kullanmaya yetecek kadar teori
gelistirmedik. Oyleyse denklem ¢ézmeye calisalim.
Aradigimiz vektor,

ug=ca-1+B-c+v-c2
olsun. Beklentimiz,

C- Uz = WUy (**)
olmasi yoniinde. Simdi,

c(a-1+B-c+v-c?)

C-Ug
= a-c+f-F+y-1
= y-l+a-c+fB-¢2
hesabina gore c’nin etkisinin katsayilar1 karigtir-
digini gdriiriiz. Bu etki ¢'nin {1, ¢,c?} kiimesinin
elemanlariyla soldan ¢arpimina benzer. Bunu da
aklimizda tutarak,

2 2
Uy =1+we+we

17
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olabilecegini goriiriiz. Segimimiz yukaridaki (#x)
esitligini saglyor. Oyleyse Us’ye izomorfik altmo-
diilii us’'nin gerdigi Us olarak alabiliriz.

Artik Us’ii nasil bulacagimiz1 biliyoruz, uz =
1 +w?c + wc? vektorii Us’e izomorfik bir altmodiil
gerecektir.

Sonug olarak,

(CO?,:Ul@UQ@ﬁ?,

parcalanigini bulduk.

Burada ilk hesabimizla son hesabimiz arasin-
daki farka dikkat etmelisiniz. Soyut olarak yapti-
gimiz hesap sonrakine gore daha etkin ve gabuk
sonug verdi!

Ornegimizdeki grup abel oldugundan diizgiin
modiiliin parcalaniginda her bir basit modiilden
bir tane gikmak zorundaydi. Abel olmayan grup-
larda bu dogru degil. Yeni bir érnek vermek yerine
yukarida bahsettigimiz yonteme bakalim. Aslinda
amacimiz agagidaki soruyu da cevaplamak:

Soru:
(CG%Uil @UZ‘2€B...@U%

yazimina gore, verilen her bir basit CG-
modil U igin |{i € {i1,42,...,0n} : U; 2 U}
sayis1 kagtir?

. J

Hedefimiz bu saymin U’nun boyutuna esit ol-
dugunu gostermek. Hatirlarsaniz V' modiliinden
W modiiliine giden CG-modiil homomorfizmala-
rinin kiimesini Homeg (V, W) ile gostermigtik. Bu
kiime aslen bir C-vektor uzayidir. Gergekten de
eger toplamaya,

(0 +9)(v) = d(v) +1(v),

ve katsayilarla ¢arpmayi,

(AP)(v) = Ap(v)

olarak tanimlarsak vektor uzay: aksiyomlar: sag-
lanir. Ortaya ¢ikan bu vektor uzay: bir ¢ok sonug
icin anahtar olacak. Ilk olarak Schur’un Onsavi
agagidaki gibi verilebilir:

Onerme 3. V,W basit CG-modiiller olsun.
O zaman,

1, eger V=W,

dimg H V. W) =
imc Homeg( ) {0, eger V¢ W.

Kanat. Hemen hemen Schur’un Onsavi oldugu acik
olan énermede kontrol edecegimiz bir nokta var. Tlk
olarak V # W oldugundan, sifirdan farkli V- — W
homomorfizmalar: olmadigini biliyoruz. Esitlik du-
rumundaysa tiim homomorfizmalar birimin katiydi.
Simdi ¢ : V - W izomorfizmasini segip sabitleye-
lim. Bununla birlikte ¢! : W — V de bir izomor-
fizma olacak. Ote yandan 1 : V — W rasgele bir
izomorfizma olsun. Eger ¢! ile bilegke alirsak,

dlop: V>V

izomorfizmasmi elde ederiz. Schur’'un Onsavi'ndan
¢ torp = Aypldy esitligini saglayan bir Ay € C vardir.
Son olarak soldan ¢ ile bilegke aldigimizda v = Ay ¢
buluruz. Oyleyse, 1 secimimiz rasgele oldugundan,

Homce (V,W) = {A¢| A e C}

elde edilir ki bu esitlik Homeg (V, W) nun boyutu-
nun 1 oldugunu gosteriyor. O

Siradaki sonucumuz ortak basit bilegene sahip
olma durumunu agikliyor.

Onerme 4. V,W CG-modiiller olsun. Asa-
gidaki onermeler denktir:

1. 'V ile W’nun ortak basit bileseni var-
dar,

2. Hom(cg(V, W) * {0}

Kamit. Once 1.=—=2. énermesini kamtlayalim. Bu
amagcla U'nun V ile W’nun ortak bilegeni oldugunu
varsayalim. Oyleyse Maschke’nin Teoremi’nden
VUV ve W2U®W’ izomorfizmalarini bu-
luruz. Bu gosterimde V' ve W' ile U modiiliiniin
tliimleyenlerini gosteriyoruz. Asagidaki bilegkenin
V’den W’ya sifir olmayan bir homomorfizma ver-
digi agiktir.

Ly O Ty
Vv—esW

U Ly
U

Daha 6nce oldugu gibi, 7y ile U’ya izdiistimii, ¢y
ile de U’yu icermeyi gosteriyoruz.?

Simdi 2.==1. 6nermesini kanitlayalim. Bu-
nun i¢in ¢ : V. - W sifirdan farkli bir CG-
homomorfizma olsun. Eger ¢ birebirse o zaman

2Burada dikkat gekmek istedigim bir nokta var. Aslinda U’ya izdiigiim alirken V’nin iginde U’ya izomorfik olan bir
altuzaya izdiigiim aliyoruz. Benzer gekilde U’dan W’ya giden homomorfizma da U’ya izomorfik bir kopyaya gitmektedir.
Dolayisiyla yukaridaki gekilde gériinmeyen bazi izomorfizmalar da bulunmakta. Okuyucu bu goriinmez izomorfizmleri

diyagrama eklemeye caligabilir.
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V modiilii W’nun bir altmodiiliine izomorfik olur
ve bu durumda ortak bilesenleri olacag: aciktir. Oy-
leyse ker ¢ # 0 oldugunu varsayalim. Maschke’nin
Teoremi'nden V =ker ¢ @ V' yazmamiz1 saglayan
bir altmodiil V' vardir. Ayrica ker¢ n' V' = 0 ol-
dugundan ¢y kisitlamasi birebir olacak. O halde
eger X ile V"'niin basit bir bilesenini gosterirsek,
X 2 ¢(X) de W’nun basit bilegeni olur. (Burada
Birinci Izomorfizma Teoremi'ni kullandik.) Hedef-
ledigimiz gibi ortak basit bilesen X’i bulmus ol-
duk. O

Siradaki sonu¢ homomorfizma uzaylarinin gir-
dilerine gore dogrusalligimi gosterecek. Dogrusal
toplamla birlikte giiclii bir arag da elde etmis ola-
caglz.

Onerme 5. V, Vi, Vo, W, W1, W harflerin-
den her biri birer CG-modiil olsun.

1. HomCG(V, Wi e Wg) =
HOIIl((;G(V, Wl) ® Homcg(v, Wz),

2. HOIH(CG(Vl ® Vs, W) =
HOIIlCG(Vl, W) ® Homcg(%, W)

Diger bir ifadeyle Homeg (-, =) her iki gir-
disinde de dogrusaldar.

Kanat. Verilen izomorfizmalar: kanitlamak icin ge-
rekli fonksiyonlar1 verelim. Bunlarin gercekten ise
yaradigini kanitlamayi okuyucuya aligtirma olarak
birakacagiz.

1. ¢~ (109, ma0p) ve geriye dogru (¢1, ¢2) =
(,U g (¢1(v),¢>2(v))),

2. Y+ (You1,vo1z) ve geriye dogru (11,vz)
((v1,v2) = ¥1(v1) +Pa(v2).

Daha 6nce oldugu gibi, m;’ler izdiigiim, ¢;’ler icerme
fonksiyonlarini gosteriyor. O

Kamitladigimiz egitliklerin her iki tarafinin bo-
yutunu hesaplayip tiimevarim da kullanirsak aga-
gidaki esitlikleri elde ederiz.

Sonu¢ 4. Vi, Vo, ..., V., ve W W1,
Wo, W3, ..., W,, CG-modiiller olsun.

1. dim¢ Homee(V, @, W;) =
Z?zl dlm(C HOHI(CG(‘/, Wl)}
2. dimc Homeg (@72, V5, W) =
Z;-Zl dim¢ Homcg(Vj, W),
3. dim¢ Homcg(EB;-n:i ‘/j, @?:1 Wl) =
Yty Yiey dime Homeg (Vj, Wi).

J

Baglangictaki sorumuzu cevaplamaya haziriz.
Verilen bir CG-modiil V'nin basit modiillere parga-
laniginda her bir basit modiiliin kag kere goriindii-
giinii bulmak istiyoruz. Once V=V, @ Ve ®... 0V,
yazalim, U ile de bir basit CG-modiilii gosterelim.
O zaman Onerme 5’1 kullanip,

k
Homcg(v, U) = @Homcg(vi, U)
i=1

denkligini yazariz. Diger taraftan Onerme 3 sag
taraftaki terimlerin V; 2 U saglanmadikga 0 oldu-
gunu verir. Diger durumdaysa Homeg(V;,U) bir
boyutlu olacaktir. Oyleyse her iki tarafin boyutunu
hesaplarsak,

dimc Homcg(v, U)

k
> dim¢ Homee (V;, U)

i1
Hie{1,2,..

S kHVi 2 U}

buluruz. O halde agagidaki sonuca ulagmis olduk:

~

Sonug 5. V bir CG-modiil, U ise bir basit
CG-modiil olsun. Bu durumda,

dim¢ Homeg (V,U)

boyutu, V ’nin herhangi bir basit modiillere
parcalansindaks terimlerden U 'ya izomor-
fik olanlarin sayisina egittir.

Elde ettigimiz bu yontem soyut olmakla birlikte
somut durumlarda s6z konusu boyutu hesaplamak
i¢in kullanabilecegimiz alternatif yontemler de ol-
dugundan kullamigh bir aragtir. Hedeflerimizden
biri olan agagidaki 6érnekle bu durumu somutlaya-
lim:

Teorem 2. U bir CG-modil olmak tzere,
1. Homcg(CG, U) U

2. Uy,Us,...,Ur basit CG-modiillerin
listesi olmak tizere, d; = dimc U; ise

CG2UloUf ... 0 Uk

olur. Burada Uid" ile U; 'nin d; kopya-
swman dolaysiz toplamina gésteriyoruz.

\

Kamt. 1. 1k iddiamz her ¢ € Homeg(CG, U) ho-
momorfizmasimnin 1 € G’deki degeri tarafindan be-
lirlendigi olacak. Gergektende eger ¢(1) = u ise
herhangi bir z € CG i¢in,

¢(x)=d(z-1) =z-¢(1) =z-u
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esitligi saglanir. Diger taraftan, ¢(1)’in U’nun her-
hangi bir elemani olarak secilmesinde bir engel
yoktur. Dolayisiyla birinci kisim kanitlanmig olur.
Elde ettigimiz izomorfizmanin dogrusal olduguna
dikkat ediniz, yani aslinda vektor uzaylarmin izo-
morfizmasimi bulduk.

2. Bu kisim Sonug 5 ve ilk kismin birlegtirilmesiyle
kolayca kanitlanir. O

s )

Biitiin basit CG-modiillerin (izomorfizma

simiflariin ~ temsilcilerinin)  kiimesini
Irre (G) ile gosterelim, yani
Irre(G) = {U1,Us, ..., Uy}

olsun. Burada her ¢ =1,2,...,k i¢in U; ba-
sit olup ¢ # j secildiginde U; £ U; saglanir.
Ayrica herhangi bir basit CG-modil U ve-
rildiginde U 2 U; izomorfizmas: biricik @
icin dogrudur.

Asagidaki sonug bir 6nceki teoremden boyut-
lar1 kargilagtirarak kolayca elde edilse de onemli
oldugundan teorem olarak verecegiz.

Teorem 3.

Gl= X

U, EIrrc(G)

(dimc U1)2

Yukaridaki esitlik en az iki agidan ¢ok 6nemli-
dir.

1. Grubun mertebesini sadece temsiller cin-
sinden belirlemektedir. Bu say1 grubun en
onemli degismezlerinden oldugundan temsil-
ler teorisinin gruplar teorisine 6nemli bir uy-
gulamasi olarak goriilebilir.

2. Verilen egitlik basit CG-modiillerin boyutlar:
icin 6nemli bir kisitlama getiriyor. Oncesinde
toplamlarimin |G|'den kiigiik olacagimi gor-
miigtiik, karelerin toplami olasiliklar: 6nemli
Olclide sinirlamaktadir.

Ikinci kisit yine de tatmin edici degil. Cok daha
kullanmigh olan bagka bir kisit boyutlarin grubun
mertebesini boldiigiini de veriyor. Ancak bu so-
nucu kanitlayacak derinlige giincel sayida ulagama-
yacagiz. Yine de kareler tizerindeki kisitlama bazi
mertebeler i¢in basit CG-modiillerin boyutlarin
belirlemek icin yeterlidir.

Ornek 1. G = S3’iin iki tane bir boyutlu modiilii
oldugunu biliyoruz. Oyleyse 6 — 2 = 4’ii karelerin
toplami olarak yazmaliyiz. S3 abel grubu olma-
digindan (bir sonraki yazimizdaki sonuca atifla)
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biitiin basit modiilleri 1 boyutlu degildir. O zaman
tek segenek 2 boyutlu bir basit modiiliiniin daha
olmasidir. Ornekler yazimizda bu basit modiiliin
tarifini de bulabilirsiniz.

Ornek 2. G = Dy olsun. Asikar modiiliin yam
sira Ornekler yazisinda bir tane de 2 boyutlu basit
temsil bulmustuk. Oyleyse toplam 1 +22 =5 olur.
Geriye kalan 3 boyut icin tek olasilik 3 tane daha
1 boyutlu basit temsil olmasidir. Bu temsillerin ne
olduklarini da ilerleyen sayfalarda belirleyecegiz.

Ornek 3. G = Qg oldugunda da benzer bir yon-
tem uygulayabiliriz. Agikdr olmayan modiillerden
gelmesi gereken toplam 7’dir. Bu sayiy1 kareler
toplami olarak yazmanm tek yolu 1+ 1 + 1 + 22
oldugundan Qg’in basit modiillerinin boyutlar1 da
ortaya ¢ikmig olur.

Ornek 4. Daha fazla bilgi olmadan ¢ozemeyece-
gimiz ilk mertebe 10’dur. Bu mertebedeki biricik
abel olmayan grup Di¢’u alirsak,

10 = 1+32
1+1+2%+2°

= 1+1+1+1+1+1+2°

seceneklerinden ikisini elemeliyiz. Bunun igin
D1p’un basit temsillerini belirleyebiliriz. Alternatif
olarak daha sonra kanitlayacagimiz ve 1 boyutlu
karakterlerin sayisini veren sonuca atifta bulunup
ortadaki segenegin gegerli olacagi sonucuna ulaga-
biliriz.

Yukarida bahsettigimiz 1 boyutlu modiilleri-
nin sayisini veren teoremi kanitlayalim. Bu amaca
ulagmak icin gruplar teorisinden bir kavrami hatir-
latalim.

Grup G’nin degisimleyen (ya da komiita-
tir) altgrubu G', ghg *h~! formundaki ele-
manlarimin gerdigi altguptur. Bu altgrubu
G/N’nin abel oldugu normal altgruplarin
biricik en kiiciik altgrubu olarak da tanim-
layabiliriz.

Tanimimiz bir denklik iddiasinda bulunuyor.
Grup teoretik olan kanit gruplar teorisi kitapla-
rinda rahatlikla bulunabilir. Tlgili okuyucu kanit:
kendisi yapmay1 da deneyebilir. Hatirlatmayla bir-
likte agagidaki teoremi kanitlamaya haziriz.

Teorem 4. Grup G’nin 1 boyutlu modiille-
riyle bolim grubu G/G' 'niin 1 boyutlu mo-
dulleri arasinda birebir esleme vardir.

Ozel olarak, G'nin 1 boyutlu temsillerinin

saypse [G: G'] = |G|/|G| diir.
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Kanit. ¢ : G - C* bir homomorfizma olsun. ¢’nin
goriintiisii abel grubu oldugundan, Birinci Izomor-
fizma Teoremi’'nden dolay1, G/ker ¢ abel grubu ol-

mali. Oyleyse G’ bu ozelligi tagiyan minimal grup
oldugundan G’ < ker ¢ elde ediriz. Daha sonra,

P(9G") = 6(9)

fonksiyonunu tanimlariz. Bu fonksiyonun diizgiin
tanimli bir homomorfizma oldugunu goéstermeyi
okuyucuya birakiyoruz. Boylece,

¢:G|G - C*,

¢ b

fonksiyonu tanimlanir. Bu fonksiyonun tersini elde
etmek igin ¢ : G/G' - C* homomorfizmasim ala-
Iim. Onceki duruma benzer sekilde ¢ : G - C*
fonksiyonunu ¢ (g) = ¥ (gG’) esitligiyle verelim.
Bu fonksiyon bir homomorfizma olur; ¢iinkii her
g,h € G igin,

b(gh) = $(ghG")

Hom(G,C*) — Hom(G/G',C*),

¥(9G’ - hG')
U(gG)W(hG') = (g)¥(h)

esitlikleri saglanmaktadir. Dolayisiyla,

Hom(G,C*) «— Hom(G/G',C*), 1 <1
fonksiyonu bulunur. Bu fonksiyonun bir éncekinin
tersi oldugunu gormek kolaydir. Oyleyse,

[Hom (G, C")| = [Hom(G/G', C)|

olur. Ikinci iddiamiz bir sonraki yazimizin ana so-
nucu, abel gruplarinin tiim basit temsillerinin 1
boyutlu oldugunu kanitlayan sonugtan gelmekte-
dir. L

Yukaridaki eslemenin daha anlagilir olmasi igin
kurulumu ayrica ve soyut olarak tanimlayalim. Bu

tanmimla birlikte ¢ok boyutlu basit modiil elde et-
menin bir yolu da ortaya gikacak.

N < G bir normal altgrup, 7 : G > G/N de
dogal izdiigiim homomorfizmas: olsun. Ayrica W
bir C[G/N]-modiil olsun. Her g € G ve w ¢ W igin,

grwi=n(g) w

tanimi W’yu bir CG-modiil yapar. Dikkat edilirse
altta olan vektor uzay1 yapisin degistirmeden W
tizerindeki G/N etkisini bir G etkisine tagidik. Yeni
olugan CG-modiilii Infg /nW ile gosterelim. Temel
olarak yaptigimiz N’nin elemanlarinin agikar etki
etmesini sOylemekten fazlasi degil. Bu kurulum,

C[G/N]-mod — CG-mod, W & Infg, W

fonksiyonunu veriyor. Bu fonksiyonun basit modiil-
leri basit modiillere gotiirdiigiinii iddia ediyoruz.
Kanit i¢in Wnun basit C[G/N]-modiil oldugunu
varsayalim ve Infg/NW’nun bir CG-altmodiilii
U’yu alalim. Her g €e G ve uw € U igin g-u € U
olacak. Ancak tanmimimizdan dolayi,

g-u=(gN)-u

saglanir. Esitligin sag tarafi U ¢ W’nun bir
C[G/N]-altmodiilii oldugunu belirtiyor. Dolayi-
siyla U = W ya da U = 0 saglanir, yani Infg/NW
basit CG-modiildiir. Ozetlersek:

Onerme 6. N <G ve W basit C[G/N]-
modil olsun. Yukarida tanimlanan CG-
modil Infg/NW basit CG-modildiir.

Bu notasyonla Theorem 4’teki eglemeyi daha
net yazabiliriz. Eger ¢ : G/G’ - C* bir homomor-
fizmaysa ¢ = Infg Jcr ¢ olur.
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Bu yazimizda abel gruplarinin indirgenemez
temsillerini bulacagiz. Maschke ve Schur teoremle-
rinin de kullanilacagi bu sonuca ulagmak igin sonlu
abel gruplarinin siniflandirma teoremine de ihtiya-
cimiz var. Bu yazi boyunca A sonlu bir abel grubu
olsun. Gerektiginde kullanmak {izere A’nin merte-
besine n diyelim. Tlk olarak basit CA-modiillerin
boyutunu belirleyelim.

Onerme 1. Her bir basit CA-modiil 1 bo-
yutludur.

Kanat. Bir kere daha Schur’un Onsavi'mi kullana-
cagiz. Bu nedenle, V' basit CA-modiiliini alalim.
A abel grubu oldugundan, her a € A igin,
l,: V-V, vea-v

fonksiyonu bir CA-modiil homomorfizmasi olur.!
Ustelik Schur’un Onsavindan I, = A, - Idy egitli-
gini saglayan bir A, € C sabiti de vardir. Bagka bir
ifadeyle, her v € V igin 1,(v) = Agv olur. Bunun
anlami, sabit her v € V' vektorii igin, v’yi iceren
dogrunun (yani 1 boyutlu altuzaym) ayni zamanda
bir CA-altmodiil oldugudur. O zaman, eger V'nin
boyutu 1’den biiyiikse, sifir haricinde alacagimiz
herhangi bir vektoriin gerecegi altuzay, V’nin si-
firdan farkh bir 6zaltmodiilii olur. Buna kargin V
indirgenemezdi; Oyleyse tek secenek V'nin 1 bo-
yutlu olmasidir. O

Bu 6nermenin tersi de dogrudur. O halde bir
grubun abel olup olmadigini sadece temsillerine
bakarak anlamak miimkiindiir.

Onerme 2. Sonlu grup G nin biitiin basit
modilleri 1 boyutluysa G abeldir.

Kanit. Bu kez Maschke’yi kullanacagiz. Bu teore-
me gore, her CG-modiil basit modiillerin dolaysiz
toplamu olarak yazilabilir. Ozel olarak diizenli CG-
modiil CG’de baz basit CG-modiillerin dolaysiz

toplamidir:
CG=VieVs®...0V,

Bu gosterimde her bir V; basittir. Yukaridaki 6ner-

meden, her i = 1,2,...,n i¢in V;’nin boyutunun
1 oldugunu biliyoruz; oyleyse 0 # v; € V; segersek
B ={vy,vq,...,v,} kilmesi CG vektér uzaymin bir
bazi olur.

Simdi x,y € G olsun. Amacimiz zy = yx ol-
dugunu gostermek. Eger x ve y'nin CG {izerin-
deki etkilerinin matrislerini B bazinda hesaplarsak,
V; dogrulari ayni zamanda birer altmodiil oldu-
gundan, bu matrislerin ikisi de kosegen olacaktir.
Kosegen olmanin bir sonucu olarak, bu matrisler
degismelidir. Bir diger deyigle, eger diizenli temsili
p: G - GL(CG) olarak gosterirsek,

p(zy) = p(z)p(y) = p(y)p(x) = p(yx)

olur. Fakat p sadikti. Dolayisiyla bu esitlik bize
zy = yx esitligini de verir. Artik aradigimiz esitlige
ulagmig olduk. O

Onerme 1’den ulastigimiz bir diger sonug aga-
gida. Kanit1 temsillerin tanimindan kolayca elde
edilir.

Sonug 1. Abel grubu A’nin basit modiille-
riyle A’dan C*’ya giden grup homomorfiz-
malary arasinda birebir esleme vardar.

Oyleyse A'nin basit temsillerini belirleme gérevi
A — C* homomorfizmalarim belirlemeye denktir.
Gruplar teorisinin iyi bilinen sonuglarindan biri,
her abel grubunun devirli gruplarin dolaysiz ¢ar-
pim1 olarak yazilabilecegini vermektedir. Oyleyse,

A=A x Ay x...x A

esitligini veren devirli Ay, Ao, ..., Ay gruplar var-
dir. Problemi devirli gruplara indirgemek iizere
agagidaki sonucu kanitlayacagiz.

1Bu iddianin bir benzerini énceki yazimizda G grubunun merkezi Z(G) icin kamtlamistik.
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Onsav 1. G1,G5 ve K abel gruplar: olsun.
HOHl(Gl X GQ, K)

!
Hom(G1, K) x Hom(Gs, K)

1zomorfizmasy vardwr. Diger bir ifadeyle,
G1 x Gy’den K'’ye homomorfizmalarla
G1’den K'’ye ve Gs’den K ’ye homomor-
fizma ikilileri birebir eglenir.

Kanat. Varhigr tahmin edilen eglemeyi kurabiliriz.
Bunun i¢in dolaysiz carpimdan dogal olarak elde et-
tigimiz ¢; : G; > G1xGy ve w; : Gy xGo - G; homo-
morfizmalarim kullanacagiz. Tanimi yapmaya hazi-
riz. (Gosterimimiz satira sigabilsin diye G = G1xGa
yazalim.)

Hom(G, K)
(p [ d
P10m + Yoy

— Hom(Gi,K) x Hom(Gs, K)
(pou,pors)
(1, 2)

Her iki yonde de ortaya ¢ikan fonksiyonlarin grup
homomorfizmasi oldugu agikardir. Ayrica ikili bi-
legkelerin birim fonksiyonu verdigi de kolayca go-
riilebilir. O

Yukaridaki problemimize dénersek, bu sonugla
birlikte, bir abel grubunun basit modiillerini bul-
mak i¢in grubun ¢arpanlar: olan devirli gruplarin
basit modiillerini belirlemek yeterlidir. Yontemi-
mizi algoritmik olarak agiklayacagiz.

Ik olarak her A; devirli grubu icin bir iiretec
secip sabitleyelim, yani A; = (a;) olsun. Ornekler
yazimizda devirli gruplarm temsillerini bulmay1
Ogrenmistik. Simdiki duruma uygun olmasi igin
yeniden adlandiralim: A;’nin mertebesi n; olsun
ve birimin n;’nci ilkel kéklerinden birini segip sa-
bitleyelim ve w; ile gisterelim. Daha net olarak
soylemek gerekirse w; kompleks sayisi,

nig _ P m
w;"* =1 ve her m <n; icin wi" #1

Onermelerini saglar. Bu gosterimle birlikte, her
j=0,1,...,n; -1 igin tanimlayacagimiz,

o 0
homomorfizmasi A;’nin bir basit modiilii olur. Da-
has1 A;’nin bitiin basit modiilleri bu formdadar.

Son olarak Onsav 1’1 kullanip asagidaki tarife
ulagiriz.

Teorem 1. Abel grubu A’nin devirli ¢ar-
panlara ayrimi A = Ay x Ay x ... x Ay ol-
sun. Her j; < n; olmak tzere, segilen her
(41,42, - - Jk) i¢in tansmlanan,

(ai)i = (W)

fonksiyonu bir grup homomorfizmasidar.
Ayrica her ¢ : A — C* homomorfizmast
bu formdadar.

. J

Bir 6rnek verelim. A = V = Cy x Cy olsun. 11k
olarak Cj = (¢)'nin indirgenemez temsillerini (yani
basit modiillerini) ¢ : ¢~ 1 ve ¢_; : ¢ = -1 olacak.
Grubun mertebesi 2 oldugundan ¢? birim fonksi-
yona esittir.

Simdi V4'lin temsillerini listeleyebiliriz. Listeyi
matris formunda verelim. V, iin elemanlarini a, b, ¢
olarak gosterecegiz. Ik Cy carpanini a, ikincisini
b ile gerdigimizi varsayalim. Ayrica gosterimi ko-
laylagtirmak i¢in a = (a,1),b = (1,b) ve ¢ = (a,b)
yazalim. Bu durumda temsillerin matrisi agagidaki
gibi olur.

(¢7)i: A— C,

V4 ‘ 1 a b ¢
(p1,01) |1 1 1 1
(¢p1,9-1) |1 1 -1 -1
(p-1,01) |1 -1 1 -1
(p-1,6-1) |1 -1 -1 1

Temsilleri matrislerle géstermek her zaman kolay
degil. Abel gruplarinda basit temsiller homomor-
fizma oldugundan degerlerini matris olarak diizen-
leyebildik. Siradaki yazilarimizda grup karakter-
lerini tanimlayacagiz. Bu tanimla birlikte yukari-
daki matrisi karakter tablosu olarak adlandiracagiz.

Yukaridaki siniflandirmamizdan rahathkla ya-
pilabilecek bir gézlemimiz var:

Gozlem. Abel grubu A’nin basit temsille-
rinin sayis1 A’nin mertebesine egittir.

Onceki sayfalarda basit CG-modiillerin say1-
sin1 belirlemeyi hedeflemistik. Yukaridaki sonug bu
soruyu abel gruplar i¢in cevaplamig oldu. Abel
olmayan gruplar i¢in dogru olmayan bu sonucun
genellemesini ilerleyen sayfalarda kanitlayacagiz.

Abel gruplar: i¢in son bir sonu¢ daha bulalim.
Abel grubu A verildiginde A ile A'nin basit temsil-
lerinin kiimesini gosterelim. Fonksiyon toplamasi
altinda A da bir abel grubu olur. Daha agik olarak,
¢, € A ve ac A igin,

(¢+¢)(a) = ¢(a) +¢(a)

toplama iglemiyle A bir abel grubudur. A’min du-
ali olarak adlandirdigimiz bu grubun yapisi A ile
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esyapilidir. Bu sonucu iki adimda kanitlayacagiz. Simdi A = Ay x Ag x...x A devirli altgruplari-
nin ¢arpimi olarak yazilmig bir abel grubu olsun.
Onsav 1’1 kullanirsak,

Onerme 3. Her abel grubu A igin A= A
izomorfizmast dogrudur. A=Ay x Ay x .. x Ay

Kamt. 1k olarak A = (a)'nm devirli oldugunu var- ~ buluruz. Ama ilk paragrafa gore her ¢ igin A; = A

sayalm. Yukarida da gordiigiimiiz gibi, A = (¢;)  olmal.. Dolayisiyla hedefledigimiz iizere,
olur. Burada, A’'nin mertebesi n ve birimin ilkel .

n’inci koklerinden biri w,, olmak {izere ¢ : a — wy, Az ArxAyx. o x Ay

olarak tanimlidir. Boylece A'nin da devirli oldu- g ApxAyx...x Ay

gunu kanitlamig oluruz. Yukaridaki gézlemimizden = A

bu iki devirli grubun mertebelerinin de esit oldu-

gunu biliyoruz. Sonug olarak A = A bulmug olduk. oldugunu kanitlariz. O
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Tamim ve Temel Ozellikler

Kompleks sayilar {izerindeki temsilleri ¢alisma-
nin analitik bir yolu da var. Simdi bu analitik
yontemi tanitacagiz. Her temsile karakter adini ver-
digimiz bir fonksiyon atayacagiz. Girig yazimida be-
lirttigimiz gibi aslinda sonlu grup temsillerinin ilk
ortaya c¢ikigi karakterlerle olmustur. Karakterlerin
temsilleri belirledigini ve karakterleri belirlemenin
CG-modiilleri belirlemekten daha kolay oldugunu
gosterecegiz. Bu yazimizda da G sonlu bir grup,
tiim vektor uzaylar: da sonlu boyutlu olacak.

V bir CG-modiil ve p: G — GL(V) ise bu

modiile kargilik gelen temsil olsun. p'nun

yva da V’nin karaktert,
xv:iG—>C, g~Tr(p(g))

ile tanimlanan fonksiyondur.

xv (1) = dim¢ V' boyutu xy'nin derecesi ya

da boyutu olarak adlandirilir.

Burada Tr(p(g)) ile p(g) dogrusal déniigiimii-
niin izini (Ing. trace) gosteriyoruz. Eger V'ye bir
baz se¢ip p(g)’nin bu baza gore matrisini yazarsak,
p(g)’nin izi bu matrisin kogegenindeki sayilarin
toplamina egit olacaktir. Aym say1 ayrica p(g)’nin
Ozdegerlerinin de toplamidir. Gosteriminden de
anlagilacagi iizere, bu toplam baz se¢iminden ba-
gimsizdir.

Ornek 1. Ornekler yazimizda Ss grubu icin ta-
nimladigimiz,

0 1 0 1
vsicao, o (0 D) v (0 )
temsilini alirsak x4 'nin {i¢ degerini asagidaki tab-
loda gorebilirsiniz.

1 a b
Xo 2 1 0

Karakterlerin temel 6zelliklerini kanitlayip gi-
rigte iddia ettigimiz gibi temsilleri belirlediklerini

kanitlayalim. Okumaya devam ettikge dogrusal ce-
biri yogun olarak kullandigimizi fark edeceksiniz.
Bilgilerinizi tazelemek igin web sayfamizda da sun-
dugumuz MD2014 yili kapak konularina goz atabi-
lirsiniz. Asagidaki teorem karakterlerin 6zelliklerini
siraliyor. Takibi kolay olmasi i¢in maddeleri kanit-
lar1 araya alarak verecegiz.

Teorem 1. p, G'nin bir temsili ve X = X,
ise p’nun karakteri olsun. Ayrica g,h € G
segelim ve x(1) = k diyelim. Bu gdsterim-
lerle,

1. Eger g’nin mertebesi n ise x(g) bi-
rimin n’inct koklerinin k tanesinin
toplama olarak yazilabilir.

\.

Kamt. g" = 1 oldugundan p(g)™ = Idgxr olmal.
Oyleyse p(g)’nin 6zdegerlerinin her biri 2" = 1
denklemini saglar, yani birimin n’inci kéklerinden
olmalidir. O

2. |x(9)| € x(1) esitsizligi saglanar. Egit-
lik durumu sadece ve sadece p(g) ho-
momorfizmast bir sabitle ¢carpim ola-
rak verildiginde saglanar.

Kamit. Birinci kisimdan x(g) = A+ Ao +...+ )\, ya-
zabiliriz. Burada her bir \; birimin n’inci kokidiir.
Oyleyse tiggen egitsizligini kullanirsak,

(] = Ar+da+.. + X
< A+ el 4+ A
= k

buluruz. Iyi bilindigi iizere, licgen esitsizliginde esit-
lik sadece ve sadece tiim terimler birbirine egitken
saglanir. Dolayisiyla yukarida esitlik olmasi igin
p(g)’nin tiim 6zdegerleri birbirine esit olmalidir.
Buysa sadece ve sadece p(g)’nin birim matrisin bir
kat1 olmasiyla miimkiindiir. O

3. x(g) = x(1) esitligi ancak ve ancak
g € ker p ise saglanar.
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Kanit. Eger g € ker p ise kanitlayacak bir sey yok,
p(g) = p(1)’dir. Diger yonde x(g) = x(1) ise aym
zamanda |x(g)| = x(1) olur. Bir 6énceki kissmdan
p(g) = AMldgxk oldugunu biliyoruz. Her iki tarafin
izini hesaplarsak x(g) = Ak ¢ikar. Ama x(g) = k
olarak verilmisti. Oyleyse \ = 1 olmalidir. Demek
ki p(g) = Idgxs 'mis, yani g € ker p olur. O

4. Her kompleks say z i¢in Z ile z 'nin es-
lenigini gosterelim. O zaman x(g~') =
x(g) esitligi saglanar.

Kanat. Bu egitligi kanitlamak icin hatirlamamiz
gereken iki 6nerme var: (1) Eger A birimin »’inci
kokiiyse A1 = X esitligi saglanir. (2) Tersinir bir
matrisin tersinin 6zdegerleri matrisin 6zdegerleri-
nin ¢arpimsal terslerine egittir.

Bu iki sonucu teoremin birinci maddesiyle bir-
lestirdigimizde sonug ortaya cikar. O

5. x(hgh™) = x(g). Bir diger deyisle, x
eslenik simiflarinda sabit deger alur.

Kanit. Kanitin bu boliimi i¢in agagidaki esitligi
hatirlayalim: A, B matrisleri verildiginde,

Tr(AB) = Tr(BA)

saglanir. Bununla birlikte agagidaki hesab: yapabi-
liriz:

x(hgh™") = Tr(p(hgh™))

Tr(p((hg)h™"))
= Tr(p(hg)p(h™"))
= Tr(p(h™")p(hg))
= Tr(p(h~'hg))
= Tr(p(g))

= x(9)

Hesabin adimlarimi okuyucu rahatlikla takip edebi-
lecektir. Sadece iz fonksiyonunun yukaridaki 6zelli-
ginin yamisira p’nun homomorfizma oldugu bilgisini
de kullandigimiz1 belirtelim. O

6. Eger CG-modiiller V' ve W izomor-
fikse karakterleri xv ve xw esit olur.

Kanat. V 2 W oldugunda bu modiillere karsilik
gelen temsillerin denk oldugunu gdstermistik, yani
ov(g9) =T-pw(g) -T! esitligini her g € G icin sag-
layan bir 7" matrisi vardir. Simdi iki tarafin izini
hesaplayip istenen esitligi elde ederiz. O

Yukarida listeledigimiz 6 Onerme karakterle-
rin aslinda 6zel fonksiyonlar oldugunu gésteriyor.
5’inci 6nermeyi kullanip karakter tanimini giincel-
leyebilir ve karakterleri eglenik simiflarindan komp-
leks sayilara giden fonksiyonlar olarak diisiinebili-
riz. Son maddede verilen 6nerme, modiillerin karak-
terlerinin izomorfizma siiflarinda sabit oldugunu
veriyor. Bu baglangigtaki iddiamizin yarisi. Diger
yarisini, yani karakterleri egit olan modiillerin izo-
morfik oldugunu, ilerleyen sayfalarda kanitlayaca-
g17.

Karakter ¢rneklerini de ayr1 bir yazida verece-
giz. Ancak okuyucuya orneklere bakmadan 6nce
teoriyi biraz daha okumasini tavsiye ederiz.

Karakterlerin eglenik siiflarinda sabit olma
ozelliginden dolay1 gruplarin eglenik simiflar: da bi-
zim i¢in 6nem kazanmig oldu. Karakter érnekleri
yazimizin baginda bazi gruplarin eglenik siniflarin
da hesaplayacagiz.

Karakterler grup hakkinda énemli bilgiler de
barindirmaktadir. Karakterleri inceleyip normal
altgruplar bulabiliriz. Hatta tiim normal altgrup-
lar1 bulmak miimkiin! Dolayisiyla sadece karakter-
leri inceleyip bir grubun basit! olup olmadigina
karar verebiliriz.

Karakterleri diizenli bir bi¢imde incelemek
iizere, tanimini agagida verecegimiz, karakter tab-
lolar kurariz.

r

1. V basit CG-modiil ise V'’'nin karakteri
xv'ye indirgenemez karakter denir.

2. G’nin karakter tablosu, siitunlari
G’nin eglenik smiflariyla ve satirlar
G’nin indirgenemez karakterleriyle
etiketlenmis tablodur. Tablonun (4, 5)
girdisi ¢’'inci satirdaki indirgenemez
karakterin j’inci siitundaki eglenik si-
nifina ait bir elemanda hesaplanma-
siyla bulunur.

Bu tanimla birlikte okuyucu 6rnekler yazimizin
ilk 6rnegi olan S3’lin karakter tablosunu inceleye-
bilir.

Kendimize iki yeni hedef belirleyecegiz:

1. Orneklerden gozlemlenebilecegi gibi karakter
tablolar1 kare matrislerdir, yani indirgenemez
karakter sayisi (ki bu say1 basit modiillerin
sayisidir) eglenik siiflarimin sayisina egittir.

2. Gozlenmesi zor olsa da karakter tablosunun
satir ve siitunlar: birer diklik bagimtisini sag-
lar.

1Basit gruplar kendisi ve agikar altgrubu diginda normal altgrubu olmayan gruplardir. Basit modiillerde oldugu gibi,
basit gruplar da tiim gruplarin yapitaglaridir. Sonlu basit gruplarin bir listesini veren teoremi kanitlamak matematikgilerin
onlarca yilini almigtir. Tim kanitin yaklagik 12.000 sayfa oldugu biliniyor.
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Bu iddialar1 kanitlamadan 6nce bilinen karak-
terlerden yeni karakterler iiretme tekniklerine goz
atacagiz. Ik olarak karakterlerin toplama altinda
kapali oldugunu gésterelim.

Onerme 1. V,W CG-modiiller ve XV, XW
karsilik gelen karakterler olsun. Oyleyse,

XV T XW = XVeWw

esitligi saglanyr. Baska bir ifadeyle, iki ka-
rakterin fonksiyon toplama yine bir karakter
olur.

Kanat. Tki modiiliin dolaysiz toplami V & W iize-
rindeki G etkisinin, her g € G ve (v,w) e Vo W
i¢in, g- (v, w) = (g-v, g-w) esitligiyle verildigini ha-
tirlayalim. Eger V @ W’nun bazini V'’nin ve W’nun
bazlarini arka arkaya ekleyerek elde edersek, g et-
kisinin bu baza gére matrisi, kdgegeninde g’nin V'
ve W {izerindeki etkilerinin matrisleri olan blok
kogsegen matris oldugu kolayca goriiliir. Boylesi
bir matrisin izi, kdsegendeki matrislerin izlerinin
toplamidir. O

Yukaridaki teoremin 4. maddesi bir karakteri
g’nin tersinde hesaplamanin, karakterin kompleks
eslenigini bulmaya denk oldugunu vermisti. Simdi
bu iglemle yeni bir karakter elde edebilecegimizi
gorelim.

s )

Onerme 2. V bir CG-modiil olsun. V 'nin
karakterini x ile gosterelim. Bu durumda,
X:G-C, g~%X(9)

fonksiyonu da G’nin bir karakteridir.

Kanit. Onermeyi kanitlamak icin karakteri ¥ olan
bir CG-modiil bulmaliy1z. Tabii eger x’nin biitiin
degerleri gergelse kanitlayacak bir sey yok! Diger
durum igin,

V* = Home(V,C)

vektor uzayini diigiinelim. Dogrusal cebirde V*
uzayma V'nin duali dedigimizi hatirlayahm. Simdi
V*1 CG-modiil yapalim: Her g € G ve v* € V* igin,

(g-v)(w)=v"(g7 u) (%)

etkisini alalim ve bu etkinin diizgiin tanimlh oldu-
gunu gorelim. Sadece birlesme 6zelligini kontrol
edecegiz. Daha kolay olan digerlerini okuyucuya

birakiyoruz. Birlesme 6zelliginin kanit1 i¢in, yukari-
dakilere ek olarak, h € G olsun. Bu segimle birlikte,

((hg)-v")(u) v*((hg)™ )

v (g™ (B )
(g-v") (P )
(h-(g-v"))(w)

esitlikleri dogrudur. Dolayisiyla grup etkisi bir-
lesme 6zelligine sahiptir. Alistirmalarla birlikte, bu
6zellik bize V*'mn bir CG-modiil oldugunu gosterir.
Simdi bu modiiliin karakterini hesaplayalim. ()
tanimindan g’nin V* iizerindeki etkisinin g~!’in
V iizerindeki etkisiyle verildigini gorebiliriz. Daha
acik bir anlatimla, eger V’nin bazi B ise V* i¢in
B’nin duali olan B* dual bazim segeriz. Bu du-
rumda ¢g'nin V* iizerindeki etkisinin B*’a gore
olan matrisi g~!’in B’ye gore olan matrisine esit
olacaktir. Sonug olarak V*'in karakterinin xy 'nin
kompleks eglenigi oldugunu kanitlamig olduk. [J

Yukarida tanimladigimiz etkiyle birlikte V'*
modiiline V’nin eglenigi denir. Benzer se-
kilde, x’ye de x’nin eslenigi denir.

Tensor Carpimi ve Karakteri

Son olarak karakterlerin ¢arpiminin da karak-
ter oldugunu gosterecegiz. Bu amag i¢in modiille-
rin garpimi olan tensér ¢arpimini tamimlamamiz
gerekli. Her ne kadar en genel tanimini 6ziimse-
mek zor olsa da tensor carpimi vektor uzaylari
s6z konusu oldugunda oldukga kolay bir kuruluma
kargilik geliyor. Simdiki amacimiz igin yeterli oldu-
gundan sadece bu 6zel durumu goz Oniine alacagiz.

Vektor uzaylar1 V' ve W ile karsilik ge-
len bazlarn B = {ej,eq,...,em} ve C =
{f1, f2y-., fn} verilsin. Bu iki vektor uza-
ymin tensor ¢arpimi, bazi

BeC={e;®f;li=1,2,...,m;j=1,2,...,n}

semboller kiimesi olan ve V' @ W ile goste-
rilen vektor uzayidir.

Bu tanimla birlikte V' ® W’nun elemanlari,

m,n

Z )\i,jei ® fj

i,5=1,1

formunda yazilir. Bu gosterimde \; ;’ler kompleks
sayilardir.
Ayrica v =3, piei €V vew=3,v;f; e W ise,

VOW =Y pivie; ® fj
(]
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olarak tanimlanir. Burada dikkat edilmesi gereken
onemli bir nokta V @ W’nun tiim elemanlarinin
v ® w formunda olmayacagidir. Ornegin,

e1® fi+te2® fo

vektoriinii yukaridaki formda yazamayiz. Ek olarak
tanimdan kolayca goriilecegi gibi,

dimc V @ W =dim¢c V dime W = mn

esitligi saglanir. Bunlarin yani sira tensor carpimi-
nin degismeli oldugunu da kanitlayabiliriz:

VeW-WeVvew—-weuv

fonksiyonu istenen izomorfizmay1 verecektir. Son
olarak 1 boyutlu uzay C’nin tensoér ¢arpimi igin
birim eleman oldugunu belirtelim, yani

CoVzV

izomorfizmasi dogrudur.

Simdi V' ve W’nun CG-modiiller oldugunu var-
sayalim. Bu durumda V ® W’yu agagidaki etkiyle
CG-modil yapariz: Her ge G ve e; ® fj e VO W
igin,

g-(e;®fj)=g-e;®g-f;

olsun. Baz iizerinde tamimladigimiz bu etkiyi dogru-
sal olarak genigletirsek aradigimiz modiil yapisina
erigiriz.

Tensor carpiminin karakterini bulmak icin g €
G’nin matrisine ihtiyacimiz var. V' ve W’nun siral
bazlar1 verilmigti. Hesaplar1 kolaylagtirmak iizere,
bu bazlarin ¢g’nin etkisini kdogsegen yaptigini varsa-
yalim.? Bu siralamalar1 kullanip V ® W nun yuka-
rida tanmimladigimiz baz B ® C’yi alfabetik olarak
siralayalim. Demek istedigim e; ® f; vektoriiniin
siralamada ey ® f;’den 6nce gelmesi icin ya i < k
olacak ya da i = k ve j < olacak. Ornegin e; ® f;
ilk elemanken e; ® f, vektori es ® fi’den 6nce
gelecek.

Bu siralamaya gore ilk n satir ve siitunda ilk
terim her zaman e; iken ikinci terim fi’den f,’e
kadar ilerler. Benzer sekilde j’inci n’li blokta ilk
terim e; iken ikinci terim fi’den f,’e kadar ilerler.

Tiim bunlarla birlikte g’nin bu baza gére mat-
risi de kogegen olur. Eger

g-(ei® f;) =aiBje; ® f;

yazarsak bu kogegen matrisin ((7,7), (¢,5)) girdisi

a;f; olur. Kdsegen toplamini hesapladigimizda,
(m,n)

Y. aib
(4,9)=(1,1)

m n
>y, B
=1 j=1

xv(9)xw(9)

xvew (9)

sonucuna ulagiriz. Oyleyse asagidaki 6nermenin
kanitin1 tamamlamig olduk.

~

Onerme 3. V,W CG-modiilleri ve xv, xw
karsihk gelen karakterler olmak tizere
xvXxw bir karaterdir. Dahass,

XVew = XVXW

saglanar.

Tensor ¢arpiminin bir uygulamasini yapalim.
Yukarida dual modiil tanimi yapmigtik. Bu tanimi
bir adim ilerletebiliriz. Yine V, W CG-modiillerini
alalim. Bu modiiller arasindaki dogrusal doniigtim-
lerin kiimesini Homc(V, W) ile gosterelim. Dual
uzay i¢in W = C almamiz yeterli olur. Dual uzayda
izledigimiz yola benzer sekilde Home(V, W) uza-
yi1 da CG-modiil yapabiliriz. Bu amagla her g € G,
¢ € Homc(V, W) ve v e V igin,

(g-8)(v)=g-d(g"-v)

olsun. Daha 6nce W = C durumunda da gosterdi-
gimiz gibi, verdigimiz bu tanim bir grup etkisidir.
Kaniti rasgele bir W ve yukaridaki etki i¢in yeniden
yazma gorevini okuyucuya 6dev olarak birakiyoruz.
Tanimimizin tensoér carpimiyla ilgisini agagidaki
Oonerme veriyor.

r

Onerme 4. V,W CG-modiiller ve xv, xw
kargilik gelen karakterler olsun. O zaman,

Homgc (V, W) 2 Homg(V,C) @ W

CG-modiil izomorfizmast vardwr. Dolay-
swyla,

XHOIHC(V,W) = XvXW

olur.

\.

Kamit. Ikinci iddia ilkindeki izomorfizmay: ve
Onerme 3% kullanarak bulunur. One siiriilen izo-
morfizmay: kanitlamak icin gerekli fonksiyonu ver-
mekle yetinelim. Teknik kaniti ilgili okuyucuya

2Dogrusal cebirden hatirlarsamz, bir matrisin karakteristik polinomunun tekrarlh kdkleri yoksa bu matris kogegenlestiri-
lebilir. Bizim durumumuzda p(g)’ nin karakteristik polinomunun, n sayisi g’'nin mertebesi olmak tizere, ™ — 1’1 bolecegini

gormiistiik. Dolayisiyla kosul saglanir.

28



Olcay Coskun / Matematik Diinyasy (2023-3) - Says 117

birakacagiz.
V*e® W - Home(V,W), fow~ (v f(v)w)
O

Simetrik ve Asimetrik Kareler

Tensor carpiminin bir diger uygulamasini daha
yapalim. Bu uygulama yeni karakterler ortaya ¢i-
karmak i¢in de oldukg¢a kullanigh olacak. Bir CG-
modiil V alalm. Her dogal say1 n igin V& :=V @
V®...9V (carpunda n tane terim var) ¢arpiminin
da bir CG-modiil oldugunu biliyoruz. Rasgele bir
n igin bu modiilii parcalamak zor bir problem olsa
da en kiigiik durumda, yani n = 2 iken, agagidaki
gibi bir parcalanig elde edebiliriz. Bu amacla V'nin
vektor uzay1 bazimi B = {v1,vs,...,v,} segelim.
Yukarida verdigimiz tanmima gére V®% = V ® V’nin
bazi,

BeB={v,®v,|i,j=1,2,...,n}
kiimesi olacaktir. Simdi,
T:V S V® ,0u—v 00

eslemesinin dogrusal geniglemesi olan izomorfiz-
may1 diisiinelim. V ’nin simetrik karesi S*(V),
V®2nin T altinda sabit kalan elemanlarim uzay1
olarak tanimlanir, yani

S2(V)={x e V® | T(x) = z}.

Benzer sekilde, 6zdegeri —1 olan vektorlerin altu-
zayma V ‘nin asimetrik karesi denir ve A?(V) ile
gosterilir, yani

A (V) ={zeV®*|T(z) = - 2}.
Boylece,

{vi®vj+v;®u;|1<i<j<n}
kiimesinin S?(V) igin,

{vi®v;-vj®u|1<i<j<n}

kiimesininse A%(V') i¢in birer baz olacagi asikardr.
Ayrica bu iki altuzayin kesigsiminin 0 oldugu da
kolayca goriiliir. Dolayisiyla,

Ve2 = S3(V) e A*(V)

elde etmis oluruz.

Son olarak her iki altuzay, V®? {izerindeki G-
etkisi altinda kapalidir. Gercekten de v @ w € V2
verildiginde,

T(g-(vew))

T((g-v)®(g-w))
(g-w)®(g9-v)
g-(wewv)
g-T(wewv)

esitlikleri iddiamizi S?(V) icin kanitlar. Diger ka-
nit benzer gekildedir. Okuyucuya alistirma olarak
birakiyoruz. Dolayisiyla yukarida elde ettigimiz
parcalanig ayni zamanda CG-modiillere parcala-
nigtir. Simdi bu modiillerin karakterlerini y := xv
cinsinden hesaplayalim. Gosterimi sadelegtirmek
iizere simetrik karenin karakterini yg, asimetrik
karenin karakteriniyse x 4 ile gosterecegiz.

r

Teorem 2. Yukardaki gdosterimle,

xs(9) = 3¢ (0) + x(6)

xa(9) = 503() ~x(6)

esitlikleri saglanar.

Kanait. Simetrik ve asimetrik karelerin bazlarimi
yukarida bulmustuk. Simdi G etkisinin bu bazlara
gore matrislerini yazarsak karsilik gelen izleri belir-
leyebiliriz. Daha acik olarak, g € G i¢in, eger ¢’nin

V' iizerindeki etkisinin 6zdegerleri Ay, As,..., A,
ise,
xs(g) = Z Aij
1<i<j<n
ve
xa(g) = Z Aidj

1<i<j<n

esitlikleri saglanacaktir. Bunlarin yani sira,

> A =5 ((SA)2- 1)

1<i<j<n

esitliginin saglandigr da aciktir ve x4 igin olan
hesap tamamlanmig olur. xg’yiyse xs = X — X4
esitliginden ¢6zebiliriz. [

Simetrik ve asimetrik kareleri kolay bir 6rnek
tizerinde hesaplayalim. Kullamsh bir uygulamay:
Karakter Tablosu Ornekleri yazimizda bulabilirsi-
niz.

Ornek 2. Grubumuzu yine S3 olarak alalim. Kare-
sini hesaplayacagimiz modiilse 2 boyutlu basit CSs-
modiil V olsun. Bu modiiliin tarifi Ornekler yazi-
mizda bulunuyor. Aym gosterimi takip edip V’nin
bazim B = {e1,es} secelim. Bu se¢imle birlikte
V ®V'nin sirali baz1 {e; ®e1,e1®ez,e2®€1, ea®es}
olur. Bekledigimiz gibi V' ® V' 4 boyutlu bir uzay
oldu.

Simdi yukaridaki hesaba gore V’nin simetrik
karesi,

S%(V) = spanc{e; ®e1,e1 ®ex +ea®ep,ea ® e}
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altuzayiyken asimetrik karesi,
AQ(V) =spanc{e; ® ez —ea®e;}

altuzay: olur.

Elde ettigimiz 3 CSs-modiiliin karakterlerini
agagidaki tabloda bulabilirsiniz. Hesaplar igin car-
pim kuralin1 ve Teorem 2’yi kullandik.

53 ‘ 1 b a
v |2 0 -1
xvev |4 0 1
s |3 1 0
xa |1 -1 1

Tabloya baktigimzda y 4'min Ornekler’de tanimla-
digimiz igaret homomorfizmasi oldugunu hemen go-
riirtiz. Diger taraftan xg asikir karakter ve yy 'nin
toplamina esittir. Bu bilgileri bir araya getirdi-
gimizde, Karakter Tablosu Ornekleri yazimizdaki
gosterimle,

Xs tXA
= X1tX2tXs3

XveVv

buluruz.

Diklik Bagintilar:

Yukarida da soziinii ettigimiz diklik bagintila-
i belirlemeye haziriz. Indirgenemez karakterlerin
dikliginden bahsetmek igin 6nce bu karakterleri bir
ic carpim uzaymin icinde gormeliyiz. Ik olarak bu
uzay1 tanimlayalim.

f + G - C fonksiyonu, her g,h € G igin
f(hgh™') = f(g) esitligini saghyorsa f’ye
sumaf fonksiyonu denir.

G’nin tiim simif fonksiyonlarinin kiimesini
C(G) ile gosterelim.

J

Irrc(G) € C(G)

Karakterleri igceren bir vektor uzay: inga etmis
olduk. Simdi bir i¢ carpim tamimlayalim.

<—-,->C(G)xC(G)—~C

¢arpimini,

Kl;' OO

esitligiyle tanimlayalim.

<¢,¢>:

Bu carpim agagidaki 6zellikleri saglar. Ozellikle-
rin kanitlar: tanimin dogrudan uygulanmasiyla elde
edildiginden okuyucuya 6dev olarak birakiyoruz.

1. Her ¢,1,x € C(G) ve a,b e C igin,
<ap+bp,x>=a<p,x>+b<p, x>
saglanir.

2. Her ¢, € C(G) igin,

<, p>=<4, 9>
olur.

3. Her ¢,1,x € C(G) igin,

<P, X >=< P x >
olur.

4. Her 0 + ¢ € C(G) igin < ¢,¢ > bir
pozitif gercel sayidir.

Eger CC(G) ile G'nin eglenik simflarinin kiime-
sini gosterirsek, sinif fonksiyonlarim G' - C yerine
CC(G) — C fonksiyonlar1 olarak tanimlayabiliriz.
Bu kiime agagidaki iglemlerle bir vektor uzayi ola-
cak:

Loe, feC(G) ise (e+ f)(9) = e(9) + f(9),
2. A e C ise (Xe)(g) = Ae(g) olsun.

Tanimlarin vektér uzay: aksiyomlarini sagla-
digim1 okuyucu kontrol edebilir. Bir diger kolay
6zellik dime C(G)’'nin G'nin eslenik simiflarinin sa-
yist oldugudur. Ayrica ilk boliimde gosterdigimiz
gibi karakterler ayn1 zamanda sinif fonksiyonu ol-
dugundan C(G)’nin elemanlaridir.

30

Bu 6zelliklerden 1,2 ve 4’iinciisii < —,— >’nin
bir i¢ carpim oldugunu gostermektedir. Diger taraf-
tan eger keyfi sinif fonksiyonlar: yerine karakterleri
alirsak aslinda < —, — >'nin simetrik oldugunu gos-
terebiliriz. Gergekten y, ¢ birer karakterse,

<X 0> L > x(9)6(9)

|G|g€G
1 -1
= @géx(g )o(g)
R RO T

|G| h-1eG
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- G At
- G Z A

= <¢,x>

esitlikleri saglanir. Bu hesaplamay1 yaparken
X(9) = x(g7!) oldugunu ve ayrica indisleri degisti-
rirken g yerine ¢~! almanm tiim G iizerinde dolas-
maya engel olmadigini kullandik. Oyleyse agagidaki
sonucu da gostermis olduk.

Onerme 5. Grup G’nin karakterleri x ve
¢ igin,
<X, ¢ >=< ¢, X >

esitligi saglanar.

Artik ana sonuglarimizdan birini kanitlamaya
haziriz.

Teorem 3 (Satir dikligi). G sonlu grup,
V, W basit CG-modiilleri ve xv,xw karsi-
Lk gelen indirgenemez karakterler olsun. O
zaman,

1, eger V=W ise,

<XV, >= :
XV AW {O, diger durumlarda.

esitligi saglanar.

Kanit. Daha once,

XHomee (V,W) = XVXW

oldugunu gormiistiik. Ayrica Ornekler yazimizdaki
Sabit Noktalarin Altmodili bolimiinde kamitladi-
gimiz lizere,

Homeg (V, W) = Home (V, W)©

esitligi de saglaniyor. Dolayisiyla bu iki vektor uza-
yinin boyutlar: birbirine esit olmali. Ornekler yazi-
mizdaki hesabimizindan,

dim¢ Homeg (V, W) dime Home (V, W)¢

1
- XHOmCG(V,W)(@g;g)

1

- @ g; XHOmcg(V,W) (g)
1

= — 2. xv(g@)xw(g)
G| gezc v

= <x,0>

esitliklerini elde ederiz. Diger taraftan Schur’un
Onsavi’ndan,

1 ger V = Wi
dime Homee (V, W) =1 5% 156
0, diger durumlarda.

oldugunu biliyoruz. Dolayisiyla teorem kanitlanmig
olur. O

Satir dikliginin ilk uygulamasim basit modiil-
lere parcalama problemine yapacagiz. Irrc(G) =
{81, S, ..., Sk} ile biitiin CG-modiillerin kiimesini
gosterdigimizi hatirlayalim. Ayrica x; = xs, yaza-
cagiz ve gerektiginde Irrc(G) = {x1, X2, -, Xx | de
vazacagiz. Ayrica V @V dolaysiz toplamim 2V ola-
rak yazip, tiimevarimla nV tanimi yapacagiz. Bu
gosterimde 0V ’nin 0 modiiliinii temsil edecegini de
belirtelim.

7

Sonug 1. V bir CG-modil olsun ve
VenSiensSs®...0n,Sk
yazalim. Bu durumda heri=1,2,...,k i¢in,
ng =< Xv,Xi >

olur. Ozel olarak, n; ler secilen parcalanis-
tan bagimsizdirlar.

\.

Ornek 3. Karakter Tablosu Ornekleri yazimizda
S3’lin karakter tablosunu bulmusgtuk. 2 boyutlu
basit CSs-modiile kargilik gelen karakter ys ile
gosterilmigti. Simdi V' ® V' modiiliiniin karakterini
indirgenemez karakterlerin toplami olarak yazalim.
Hatirlarsaniz bu problemi simetrik ve asimetrik
karelerle de ¢6zmiigtiik.

Oncelikle yyey = X2 olacak. Bu karakterlerin
degerleri goyle:

Yukaridaki sonucu kullanip, a, b, c € N icin,

X3 = ax1 + Bxz + X3
yazabiliriz. Katsayilari i¢ carpimla bulacagiz.

L

@ > x3(9)xa(9)

gGSg

1
= 6 Z Xg(g)

geSs

2
a=<X3,X1> =

1
= (4+3:142:0)
=1

31
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Bu hesabimizda a’nin eglenik siifinda 3, b’ninse
2 eleman oldugunu kullandik. Benzer hesapla ( =
~ =1 bulunur. Dolaysiyla,

X5 = X1+ X2+ X3
esitligi elde edilir.

Sonunda karakterleri tanimlarken koydugumuz
bir diger hedefe de ulagtik. Karakterlerle modiiller
arasindaki eglemenin birebir oldugunu gosterebili-
riz:

Sonug 2. Her CG-modiil ikilisi V,W ic¢in,
V = W < XV = XW

denkligi  saglanwr. Sézli  olarak, CG-
modiller karakterleri tarafindan biricik bir
sekilde belirlenir.

Kanat. Maschke'nin Teoremi’'ni kullanip,

Ve P

Sielrre(@)

m;S;ve Wz @ nS;

Si EII‘I‘C (@)

yazalim. Bu gosterimde m; ya da n; 0 olabilir ve
bunun anlami V;’ye izomorf bir altmodiil bulun-
mamasi olacak. Ayrica izomorfik modiillerin ka-
rakterlerinin egit oldugu sonucunu kullanip her iki
tarafin karakterlerini hesaplarsak,

Xv = Z

Selrre (@)

miXi Ve Xw = Z
S;elrre (@)

i Xi

esitliklerini elde ederiz. Simdi agagidaki denklikler
dogrudur ve teoremin 6nermesini kanitlar.

VW < Hert¢=1,2,...,k icin m; =n;
< Heri=1,2,...,kicin
<SXVHXi >=<XW, Xi >
= XV =EXW-

O

Bu sonugla birlikte karakterlerle modiilleri tam
olarak eglemis ve modiilleri galigmanin karakterleri
caligmaya denk oldugunu gérmiis olduk. Siradaki
sonucumuz basit olma durumunu karakterler cin-
sinden verecek.

Sonug 3. V bir CG-modiil ve x bu modiile
karsihik gelen karakter olsun.

1. <x,x > her zaman pozitif bir tamsa-
yedar.
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2. Asagidaki onermeler denktir.

(a) x indirgenemez karakterdir.

(b) < x,x>=1 esitligi saglanur.

Kanit. Kamitimiz i¢ carpimin bir bagka uygula-
masi olacak. Oncelikle her bir n; € Zsy olmak {izere
X = Zi-il n;x; yazalim. Bu durumda,

<X = D mang < Xy X5 >
i,J

2
= an < Xis Xi >
i

k
- Y
i=1

olur. Burada satir dikligini iki kere kullandik. So-
nug olarak < x,x > tamsayilarin kareleri toplami
oldugundan pozitif bir tamsayidir. Ayrica bu top-
lamin 1 olmasinin tek yolu sadece bir tane i harig,
io diyelim, tiim n;’lerin O ve n;, = 1 olmasiyla
miimkiindiir. Bu durumdaysa x = x;, indirgene-
mez olur. O

Yukaridaki kriterin bir uygulamasinmi yapalim.
Elde edecegimiz sonug ayn1 zamanda yeni karak-
terler iiretmek icin de kullanigh olacak.

Onerme 6. y,¢ € Irrc(G) ve ¢(1) =1 ol-
sun. Bu durumda ¢x € Irrc(G) olur.

Kanat. Herhangi iki karakterin ¢arpiminin karakter
oldugunu gostermistik. Oyleyse yukaridaki kriteri
uygulayabiliriz, yani x¢'nin kendisiyle i¢ carpimini
hesaplamaliy1z. Hesap agagida:

<ordx> = ﬁ = (06 @E))
- ﬁ IEONOEONG
= é E(;x(g)i(g)
= <x,x>=1

Uciincii adimda ¢(1) = 1 esitligi saglandiginda
¢’nin degerlerinin birimin kékii oldugu sonucunu
kullandik ve ¢(g)¢(g) = 1 bulduk. I¢ carpimmn
sonucu 1 ¢giktigindan, bir 6nceki sonugtan dolayi,
¢x’'nin indirgenemez karakter oldugunu sdyleyebi-
liriz.
O
Indirgenemez karakterlerin kiimesi Irre(G) nin

elemanlarimin birbirine dik olmasi bu kiimenin sinif
fonksiyonlar: uzayinda dogrusal bagimsiz oldugunu
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da gosteriyor. Eger indirgenemez karakterlerin bu
vektor uzayini gerdigini de gosterebilirsek o zaman
[Irrc(G)| = dime C(G) esitligini elde ederiz ve dola-
yisiyla G'nin indirgenemez karakterlerinin sayisinin
G'nin eglenik simiflarinin sayisina esit oldugunu bu-
luruz. Bu amaca ulagmak i¢in herhangi bir simif
fonksiyonunun indirgenemez karakterlerin dogrusal
toplami oldugunu gostermeliyiz. Asagidaki sonug
anahtar olacak.

s )

Onsav 1. Grup G ’nin bir sumf fonksiyonu
f, basit modili V', karsihk gelen temsili
p = pyv ve karakteri x = xy olsun. Ayrica,

Pf: V-V
homomorfizmasim

pr=>. f(9)p(g)

geG

egitligiyle tansmlayalim. Bu durumda,

|G|

PP @)

< f,x>Idy

olur.

\ J

Kamt. Eger ps'nin CG-homomorfizmas: oldugunu
gosterirsek Schur'un Onsavi’ni kullanip p +'nin bi-
rim fonksiyonun kati oldugunu sdyleyebiliriz. Bu-
nun icin py'nin G etkisiyle degigmeli oldugunu gos-
terecegiz. Hesaplayalim: Her x € G igin,

ZGf(g)p(x)p(g)p(x"l)
> f(9)p(zga™)

geG

> [z ha)p(h)
heG

= pr

p(@)psp(a™) =

esitlikleri dogrudur. Daha 6nce de kullandigimiz
degisken degistirme taktigini bir kere daha uygula-
digimiz1 not edelim. Dolayisiyla, yukarida bahsetti-
gimiz gibi, py = Aldy esitligini saglayacak bir A € C
bulunur. Katsayiy1 belirleyebilemek igin her iki ta-
rafin izini hesaplayalim. Sag tarafin n - A olacag:
acik. Oyleyse,

n-X=Tr(ps) = Z;;f(g)x(g) =|Gl< f, x>

buluruz ki n = x(1) oldugundan énermemiz kanit-
lanmig olur. O

Artik indirgenemez karakterlerin baz oldugunu
gostermeye haziriz.

Teorem 4. Indirgenemez karakterler kii-
mesi Irtc (G) grup G 'nin sinaf fonksiyonlar
uzayr C(G) 'nin birim dikgen bazidur.

Kamt. Yukarida Irre(G)’nin birim dikgen (Ing.
orthonormal), dolayisiyla dogrusal bagimsiz, ol-
dugunu gostermigtik. Geriye sadece Irre(G)’nin
tliim uzay1 gerdigini géstermek kaldi.

Aksi durumda, yani Irre(G)’nin gerdigi altu-
zay diginda bir eleman varsa biitlin indirgenemez
karakterlere dik olmali. Oyleyse yapmamiz gere-
ken, eger f € C(G) fonksiyonu her y; € Irrc(G)
icin < f, x; >= 0 esitligini sagliyorsa f = 0 oldugunu
gostermektir.

Simdi f’i her bir indirgenemez karaktere dik
olacak gekilde secelim. O zaman < f,%; >= 0 egitligi
de saglanir. Bu durumda 6nceki 6nsavda tanimla-
digimmiz py homomorfizmasi da her basit modiil V'
i¢in 0 olacaktir. Dahasi, Maschke'nin Teoremi’nden
dolay1, ps, basit olsun olmasin, her CG-modiil i¢in
0 olacaktur.

Ozel olarak, p’yu diizenli CG-modiile karsilik
gelen temsil olarak segelim. Boylece,

0=pr(1) =Y f(9)p(9)(1) = Y f(9)g

geG geG

buluruz. Burada diizenli modiiliin bazinin grubun
elemanlar1 oldugunu ve ayrica p(g)’nin etkisinin
soldan ¢arpma oldugunu kullandik. Ancak G kii-
mesinin CG’ye baz olmasi ayn1 zamanda elemanla-
rinin bu uzay iginde dogrusal bagimsiz oldugunu
da veriyor. Dolayisiyla esitligin saglanmasi i¢in
f(g) =0 her g € G igin saglanmali, yani beklendigi
gibi, f =0 olmalidir. O

Bu teoremin bir sonucu olarak indirgenemez ka-
rakterlerin, dolayisyla basit CG-modiillerin sayisii
da bulmusg olduk:

Sonug 4. G nin indirgenemez karakterleri-
nin sayst G 'nin eslenik simflarinan saysina
egittir.

Ozel olarak G abel grubu oldugunda eslenik
simiflarimin sayis1 G'nin mertebesi |G|'ye esit ol-
dugundan, indirgenemez karakterlerin sayisi da
grubun mertebesine egittir. Bu sonug bir 6énceki
yazimizdaki sonugla ortiigiiyor!

Artik ikinci diklik bagintisini da kanitlayabiliriz.
Karakter tablosu tanimini hatirlarsak, bu teorem
tablonun siitunlarinin birbirine dik oldugunu veri-
yor.

33
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Teorem 5 (Situn Dikligi). Grup G nin
elemanlar, g ve h ig¢in,

1Cc(9)l,
0, degilse.

ejer g =g h ise,

k
;xi(g)%(h) = {

esitligi saglanar.

\. J

Kanittan 6nce yeni bir gosterim tanitalim. Eger
g, h € G elemanlar: eglenikse bu iligkiyi g =g h ile
gosterecegiz.

Kanat. Kanit1 biraz dolayl yoldan yapacagiz. On-
celikle i € G igin h'nin eglenik sinifinin karakteristik
fonksiyonunu alalim:

£iGoC. go 1, egeng:(;hlse,

0, degilse.
Simdi fj, bir simif fonksiyonu ve indirgenemez ka-
rakterler simif fonksiyonlar: i¢in birim dikgen baz
oldugundan,

k

Jh=2 < fhXi > X

i=1

esitligini yazabiliriz. Katsayilar: hesaplayalim.
1 _
@ Z fh(g)Xi(g)

geG
L |G| 1)
= xi(h

GliCan

Xi(hil)

|Cq(h)|

<fh>Xi >

Son esitligi kullanip,
xi(h™') = |Ca(h)| < fa, xi >

degerini elde ederiz. Simdi her iki tarafi x;(g) ile
carpalim ve y; iizerinden toplayalim.

k k
; Xi(9)xi(h™") = ; Xi(DICa(h)| < fa, xi >

Esitligin sag tarafini f; 'nin acilimiyla karsilagtirir-
sak |Cq(H)|fr(g) oldugunu goriiriiz. Dolayisiyla,
bekledigimiz {izere,

k
Z;Xi(g)Xi(h%) =|Ca(H)Ifn(9)
olur. |

Daha 6nce basit CG-modiillerin boyutlarinin
kareleri toplaminin grubun mertebesini verdigini
gostermigtik. Ayni sonucu siitunlarin dik olmasim
kullanarak da bulabiliriz.

Sonug 5.

x(1)?

Gl= X

xelrre (G)

Kanat. Esitligi elde etmek icin Teorem 5'ig=h =1
durumunda kullanmak yeterlidir. O

Grup Temsilleri:

Tki Teorem

Sonlu grup temsillerinin iki 6nemli uygulama-
sindan giris yazimizda soz etmistik. Onermeleri
sadece grup teori terimleriyle verilmesine karsin
her iki teoremin de ilk kanitlar1 karakter teori kul-
lanmaktadir. Bu teoremleri, kanitlar1 olmaksizin
sizlere sunuyoruz.

Burnside’in p®¢®-Teoremi. p,q asal sayilar ve
a, B dogal saylar olmak izere, mertebesi p*q® olan
her grup ¢ozilebilirdir.

Burnside bu teoremi karakter teori kullanarak
kamtlamigtir. Detaylar igin okuyucumuza [5, Sayfa
182]’yi oneriyoruz. 1970’lere kadar karakter teori
kullanmayan bir kanit bulunamamisgtir. Grup teori
kullanarak yapilan bir kamt Isaacs’in Finite Group
Theory kitabinda sunulmaktadir. Diger taraftan
Froubeius’un agagidaki teoreminin hala karakter

34

teori kullanmayan bir kanit1 bilinmemektedir.
Frobenius’un Normal Tiimleyen Teoremi.
G sonlu grup, H ise her g€ G-H i¢in Hn9H = {1}
kosulunu saglayan bir altgrup olsun. Bu durumda

N=G-(UH-{1})

geG
kiimesi G 'nin bir normal altgrubudur ve
G=HN,Hn N ={1}

esitlikleri saglanar.

Bu teoremin bir kamt1 [5, Sayfa 172]’de buluna-
bilir. Her iki kanit1 takip edebilmek i¢in okuyucula-
rimizin bu sayida yer veremedigimiz baz1 teknikleri
ogrenmesi gereklidir.
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Grup Temsilleri:

Ornekler
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Bu yazimizda hem somut temsil érnekleri vere-
cegiz hem de sik kullanilan bazi kurulumlar agikla-
yacagiz. Ornekleri bir arada sunarak okuyucunun
ihtiya¢ duydugunda bu 6rneklere erigimini kolaylag-
tirmay1 umuyoruz. Karakter ve karakter tablolar
orneklerini bir sonraki yazimizda verecegiz.

Asgikar Ornekler

Once basit durumlar: aradan ¢ikaralhm: Eger
G = {1} ise, yani bir elemanli grupsa, her V i¢in
sadece bir tane temsil bulabiliriz. Gergekten de her
temsil {1} - GL(V) formunda bir grup doéniigiimi
olmali. Ama grup doniigtimleri birim elemani birim
elemana gotiirmek zorunda oldugundan, sadece bir
tane doniigiim, dolayisiyla bir tane temsil bulabili-
riz. Hatirlarsaniz, birim elemanin birim doéniigiim
olarak etki etmesi gerektigini de sdylemistik.

Bu 6rnegi her grup i¢in tekrarlamak miimkiin.
Soyle ki G rasgele bir grup, V rasgele bir vektor
uzay1 ve By : V' - V birim doniigiim olmak tizere
G - V,g ~ By bir temsildir.

G’nin her bir elemaninin birim doniigiim
gibi etki ettigi temsile asikdr temsil denir.

Mashcke’nin Teoremi’ni okuyan okuyucularimiz
agikar (temsillerin) modiillerin de basit modiillerin
toplami olarak yazilacagi sonucuna varacaktir. Agi-
kar modiiliin her altmodiilii de agikar olacag: icin
basit modiillere parcalanig 1 boyutlu vektor uzayla-
rina parcalaniga denktir. Bu sebepten dolayi, aksini
belirtmedikge, agikdr modiil dedigimizde sadece 1
boyutlu asikér modiile atifta bulunuyor olacagiz.

Bir Boyutlu Temsiller

Siradaki kolay durum igin V’yi basitlegtirelim.
En basit durumlardan birisi V'nin boyutunun 1
oldugu durumdur; ¢iinkii boyutu 1 olan karma-
sik vektor uzayimin simetri grubu sifirdan farkh
kompleks sayilarin grubuna esittir, yani

GL(V) =~ C*.

Ozel durumumuzda, V'nin sifir olmayan her ele-
mani1 ayni zamanda bir baz olacaktir. Dolayisiyla,
0+ v e V sectigimizde V = { v | A € C} yazabiliriz.
Béylece yukaridaki izomorfizmay: w € C* elema-
nini v — wv doniistimiine gotiiren fonksiyon olarak
belirlemis oluruz. Simdi kolayca goriilecegi gibi,

G’nin V {izerindeki etkileriyle p : G - C*
grup homomorfizmalar: birebir eglenir.

Bu eslemeyi siklikla kullanacagimiz ic¢in agik
olarak da verelim. Oncelikle, 1 boyutlu temsil V' ve-
rilsin. Sabitleyecegimiz v € V se¢ip V = { v | A e C}
vazalim. Her g € G icin g -v € V oldugundan
g-v = Agv esitligini saglayan bir A, € C bulunur. Bu
sabitin sadece g’ye bagh oldugu aciktir. Oyleyse
kargilik gelen homomorfizmay1,

p:G->C g A

bi¢iminde tanimlariz. Buna karsin, eger bir homo-
morfizma ¢ : G - C* verilirse G'nin 1 boyutlu V'
tizerindeki etkisini, her g € G i¢in,

g-v=p(g)

esitligiyle tanmimlariz. Bu iki fonksiyonun istedigi-
miz eglemeyi iiretecegini okuyucu rahatlikla kontrol
edebilir!

Verilen bir grubun 1 boyutlu temsillerinin tii-
miinii bulmak icin bir teknik gelistirecegiz. Once-
sinde bir 6érnek gorelim.

Derecesi n olan simetrik grup S, olsun. Bu
grubun elemanlariin {1,2,...,n} kiimesinin per-
miitasyonlar: olacagini hatirlayalim. Permiitasyon-
lar kiimesinin en temel 6zelliklerinden biri tek/cift
olarak iki parcaya ayrilabilmesidir. Herhangi bir
permiitasyonun dahil oldugu pargay: belirlemek
i¢in 6nce bu eleman ikili permiitasyonlarim garpimi
olarak yazariz. Eger ¢arpimda ¢ift sayida ¢arpan
varsa permiitasyona ¢ift permiitasyon, eger tek sa-
yida carpan varsa da tek permiitasyon deriz.! Bu

IBir saymin tek/cift olma durumu igin Ingilizcede parity kelimesi kullamlir. Tiirkgede bu anlama gelebilecek giizel bir

kargilik bulamadim.

35
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atamayla birlikte

0:8, > C* e 1 eger 7 ciftse
-1 eger m tekse

fonksiyonunu tanimlariz. Bu fonksiyonun grup do-
niigiimi olacagini géstermek zor degil, dolayisyla
Sy ’nin 1 boyutlu bir temsilini elde etmig oluruz!
Acik sebeplerden dolay1 bu temsile isaret temsili
denir.

Aslinda S;,’nin, 1 boyuth asikir temsil ve isaret
temsili olmak tizere 2 tane 1 boyutlu temsili vardir.
Bu sonucu da ilerleyen sayfalarda kanitlayacagiz.

Devirli Gruplarin Temsilleri

Inceleyecegimiz siradaki grup tiirii G'nin devirli
oldugu durum. Bu bélim igin G yerine C yaza-
Lim. Eger C’nin mertebesi n ise, o zaman C = C,,
yazacagiz. Buradaki kolaylik C’den ¢ikan grup do-
niiglimlerini belirlemede yatiyor; ¢iinkii G herhangi
bir grupsa ¢ : C' - G grup doniiglimiini belirleme-
k/tamimlamak i¢gin C’nin herhangi bir iiretecinin
¢ altindaki degerini belirlemek/tanimlamak yeter-
lidir. Diyelim ki C' = Cy, = {¢). O zaman, ¢(c) € G

elemani,

lg = o¢(1c) = ¢(c") = ¢(c)"

egitligini saglayacagindan ¢(c¢)’nin mertebesi n’yi
bélmeli. Dikkatlice diiglindiigiimiizde ¢’yi tanimla-
mak i¢in bagka bir kogula ihtiyacimiz olmadigini
goririz.

Oyleyse C'nin 1 boyutlu temsillerini bulmak
igin C* grubunda mertebesi n’yi bolen elemanlar:
bilmemiz yeterli. Diger taraftan w € C*’nin merte-
besinin n’yi bélmesiyle w™ =1 egitligi saglanmasi
birbirine denktir. Yani temsiller w™ = 1’in kokleri
tarafindan belirlenir.

Bu denklemin kokleri iyi bilinir ve “birimin
n’inci kokleri” olarak adlandirilir. Denklemi ¢6zmek
icin €™ =1 egitligini kullanirsak, w = e2™/™'nin
ve dolayisyla her k=0,1,...,n—1 i¢in €>™**/™nin
birimin n’inci kokleri oldugu kolaylikla goriiliir. Bu
kompleks sayilarin birbirinden fakli olduklarii gos-
termeyi de okuyucuya birakalim. Geometrik olarak,
tiim bu noktalar diizlemdeki birim ¢emberin {ize-
rindedirler ve bir kosesi (1,0) noktasida olan bir
diizgiin n-genin koselerini olustururlar. Asagida
n =8 Ornegini gorebilirsiniz.

Imw2

w3 w1

6
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Simdi w birimin n’inci kéklerinden biri olsun ve
by : C —» C* déniigiimiinii ¢® — w” olarak tanmm-
layalim. Bu tamimla birlikte ¢, ’nin C’nin temsili
oldugu agiktir. Boylece agagidaki siniflandirmay:
bulmus oluruz.

' )

Teorem 1. C = (c) mertebesi n olan devirli
grup olsun. C’nin n tane 1 boyutlu temsili
vardir ve bu temsiller,

{¢:C>Cerw|w" =1}

olarak listelenir.

Diisiik mertebeden ornekler: S

Bu boliimde 6 elemanli abel olmayan grubun
temsillerini ¢alisacagiz. Soyut hesaplarla, bu merte-
bede sadece bir tane abel olmayan grup oldugunu
ve bu grubun asagidaki gibi verildigini gostermek
zor degil:

G ={1,a,a* b,ab,a’b}

ve ba = a?b esitligi saglanir. En diisiik mertebeli
abel olmayan grup olmasi dolayisiyla bir¢ok soyut
anlatimin temel 6rnegi de bu gruptur.

Grup G’yi elde etmenin iki farkli yolu daha
vardir. Tlki, G’yi ii¢ elemanl bir kiimenin permii-
tasyonlarinin grubu olarak elde etmekken, ikincisi,
G’yi egkenar bir liggenin simetrilerinin grubu olarak
tarif etmektir. Bu gruplarin 6 elemanli oldugunu
ve abel olmadigin gosterdigimizde G ile izomorfik
oldugu da ortaya c¢ikar. Genel gosterimleri takip
edip G yerine S3 yazacagiz ve 3. dereceden simetrik
grup olarak adlandiracagiz.

Aslinda bu yorumlar1 yapmak S3 grubunun
temsillerini bulmaya denktir. Asagida ticgen simet-
rilerinden ortaya ¢ikan temsili de kuracagiz.

Simdi S3’iin indirgenemez temsillerini bulalim.
Oncelikle boyutlar1 1 olan ve birinci béliimde ta-
mimladigimiz agikar temsil ile ikinci béliimde ta-
mimladigimiz isaret temsili indirgenemezdir. Bir
diger indirgenemez temsili bulmak i¢in S5’iin 2 bo-
yutlu uzaya olan etkilerinden birini inceleyecegiz.
Bu etkiyi kurmak igin agirlik merkezi orjinde ve
bir kdsesi (1,0) noktasinda olan (Sekil 1) eskenar
licgeni diigiinelim.

€2

€1

€3

Sekil 1: Egkenar tiggen.
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Etkiyi daha net gorebilmek i¢in kogeleri ey, e
ve e3 olarak igaretledik. Ayrica kenar ortaylar: da
ekledik. Grubun etkisi bu {icgenin simetrilerinin
V = C? uzayma genislemelerinden tiireyecek. Bu-
nun i¢in V’nin bazi {e;, es} olarak secelim. Bu
secimle birlikte e3 = e; + es olur. Boylece orijin
etrafinda 27/3’liik dénmeyi bu baza gore,

0 1
R27T/3 = (1 1)

matrisiyle, es kogesinden c¢ikan kenar ortay iize-
rinde yansimayiysa,

0 1
ae( )

matrisiyle gosterebiliriz. Simdi,

0 1\(0 1 1 0
Y3'R27r/3=(1 1)'(1 O):(l I)Z(sz/g)z‘ys

oldugundan agagidaki grup doniisiimii, dolayisyla
Ss’iin 2 boyutlu bir temsili, tanimlanabilir.
¢:S3 - GL(2,C),

ar Roryz, beYs

iddia. ¢: S5 » GL(V) indirgenemezdir.

Kanat. Etki edilen V' uzay1 2 boyutlu oldugundan,
eger ¢ indirgenebilir olsaydi V’nin 1 boyutlu Ss
etkisi altinda sabit kalan bir altuzay1 olurdu. Do-
layisiyla boyle bir altuzay olmadigini kanitlamak
yeterli olacaktir.

Celigki elde etmek igin U ={ u | A e C} c V
altuzayimin yukaridaki sarti sagladigini varsayalim
(vani U c V bir CSs-altmodiil olsun). Bu durumda
Ozel olarak,

a-u=Au, ve b-u=Au
esitlikleri baz1 kompleks sayilar A,, \p igin saglan-
malidir. Dogrusal cebir problemi olarak diisiindii-
glimiizde u vektoriintin ¢(a) = Rar3 ve ¢(b) = Y3
doniigiimlerinin ortak 6zvektoérii oldugunu iddia
ediyoruz.

Bu iddianin dogru olmadigini kolayca gorebi-
liriz. Eger u = (u1,us2) ise Y3(u) = A\pu olmasi i¢in
koordinatlarin esitligi, yani u; = uo, gereklidir. Bu-
nun iizerine Ry, 3(u) = Aqu esitligi de saglanmali.
Denklem olarak yazdigimizda 6nce A, = 1, sonra
da 2uy = u; buluruz. Tek ¢éziimiin u; = 0 olmasi
CSs-altmodiil bulamayacagimizi vermektedir. [

Son olarak S3’iin standard temsilini tanimlaya-
lim. Verecegimiz tanimda 3 yerine n yazdigimizda
S, nin standard temsilini elde ederiz.

Baz1 € = {f1, f2, f3} olan 3 boyutlu kompleks
vektor uzayr U olsun. Bu uzay ilizerindeki S3 et-
kisini indisleri karigtiracak sekilde tanimlayalim,
vani her 7 € S3 ve f; € £ i¢in,

T fi = fr)

olsun. Burada S3’i {1,2,3} kiimesinin permiitas-
yonlar1 olarak diisiinliyoruz. Yukaridaki etkiyi dog-
rusal olarak U’ya geniglettigimizde,

T-(Arfi+ A2 fa+ A3 f3) = A fry + A2 fr2) + A3 fr(3)

déniigiimiini ve dolayisiyla S3’iin 3 boyutlu,
0:85 > GL(U)

temsilini elde etmis oluruz. Bu temsile stan-
dard temsil diyecegiz. Geometrik olarak, kogeleri
f1, f2, f3 olarak igsaretlenmis bir egkenar tiggeni Se-
kil 2’de goriildiigii gibi 3 boyutlu koordinat sis-
temine yerlestirirsek, elde ettigimiz temsilin bu
iiggene kisitlamasi S3’lin liggen iizerindeki etkisine
karsilik gelecektir.

Sekil 2

iddia. o indirgenebilir.

Kamit. Bu iddiay1 kanitlamak i¢in 1 boyutlu CSs-
altmodiil bulacagiz. Bu amagla, bir dnceki 6rnekte
oldugu gibi, G etkisi altinda sabit kalan bir dog-
ruya ihtiyacimiz var. Bir diger deyisle, &yle bir
u € U bulmaliyiz ki her 7 € S3 i¢in,

T U= AU

esitligi bir A, € C i¢in saglansin. Aslinda bu &r-
nek i¢in béyle bir u bulmak zor degil. Grup etkisi
indisleri karigtirdigr icin v = f1 + fo + f3 aldigi-
mizda kosul saglanir. Dolayisiyla u'nun gerdigi bir
boyutlu altuzay ¢’nin bir altmodiilidiir. O
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Diigiik Mertebeden Ornekler: Dy

8 elemanli dihedral grup Dg diizlemdeki bir
karenin simetrilerinin grubudur. Iki eleman tara-
findan gerilir:

Ds = (s,t|s*=t?=1,tst=s%)

= {1,s,5% 5% t,st,s%t, st}

Bu gosterimde s’yi kareyi merkezi etrafinda 7/2 ka-
dar déndiirme, t’yi ise segilip sabitlenen bir kdgegen
iizerinde yansitma olarak alabiliriz.

Dihedral grup Dg’in biitiin temsillerini daha
sonra belirleyecegiz. Oncelikle diger yazimizda da
kullanacagimiz bir temsili tanitalim. Yukaridakine
benzer bir diigiinceyle, grubun karenin simetrileri
olmasini kullanacagiz. Buna gore,

P Dg ind GL(Q, C)

fonksiyonunu,

p(s) = (_01 (1)) =S ve p(t) = ((1) _01) =T

esitliklerinden tiireyen fonksiyon olarak tanimlaya-
Iim. Tanimimizin bir temsil olasi i¢in p’'nun grup
doniiglimii olmasi, yani grup ¢arpmasini korumasi
gerekli. Bunu kontrol etmek igin 3 sarti1 gz oniine
almaliyiz:
St=1, T°=1, TST=5

Yukaridaki egitliklerde sagda goriinen 1 ile 2 x 2
boyutlarindaki birim matrisi gostermekteyiz. Sart-
larin saglandigl okuyucu tarafindan kolayca goste-
rilebilir.

iddia. Yukarida tamimladigimiz temsil,
p:Ds - GL(2,C)

indirgenemezdir.

Kanat. Onceki béliimde oldugu gibi bu iddiay: ka-
nitlamanin yolu da Dsg etkisi altinda sabit kalan
bir dogru olmadigini gostermektir. Celigki elde ede-
bilmek i¢in bdyle bir dogru oldugunu varsayalim ve
u bu dogrunun iizerindeki sifirdan farkl bir vektor
olsun. Bu durumda,
S-u=Asu ve T-u=Apu

denklemlerini saglayan kompleks sayilar Ag ve Ap
vardir. Yine dogrusal cebirden hatirlarsak, yuka-
ridaki esitlikler u'nun S ve T’nin ortak 6zvektorii
oldugunu vermektedir.
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Oyleyse Dy etkisi altinda sabit kalan bir dogru
olmadigim gostermek i¢in S ve T’nin (sifir olma-
yan) ortak ozvektorii olmadiginm gostermek yeterli
olacaktir. Boyut diigiik oldugundan dogrudan is-
lem yapacagiz. Vektor uw'nun koordinatlar: o ve 3
olsun. Ilk olarak,

(b 5)()- ()

saglanmalidir. Matris ¢arpmasini yaptigimizda,

B=-Arp

a=Ara  ve

buluruz. Iki denklemin birden saglanmasi icin tek
secenegin o = 0 ya da 8 = 0 olmas1 oldugu agikardir.
Diger taraftan,

(% 0)(5)-(3)

esitligi de saglanmali. Bir kere daha ¢arpma yapip
B = Asa ve a = —Agf esitliklerini elde edebiliriz.
Ama Onceki egitlikler « ya da 8’y1 sifir olmaya
zorlamigti. Bu bilgiyi kullandigimizda son denk-
lemlerden « = 8 = 0 gikar, yani aradigimiz u # 0
vektorii aslinda yoktur! O

Yari-basit Olmayan Bir Modiil

Bu béliimde yari-basit olma durumunun her za-
man gecerli olmadigini bir érnekle kanitlayacagiz.
Maschke’nin Teoremi’'nden bu 6rnek igin kompleks
sayilar cismini, yani kompleks vektor uzaylarini
kullanamayacagimiz biliyoruz. Dolayisiyla karak-
teristigi p > 0 olan bir cisim iizerinde ¢aligacagiz. Bu
tiir vektor uzaylar: konusunda tecriibesi olmayan
okur biraz daha dikkatli olmali. Dogrusal cebirle
elde edilecek bir ¢cok sonucunun bu durumda da
gecerli oldugunu belirtelim.

Cisimler teorisinden bildigimiz gibi, her p asal
sayis1 i¢in, Z/pZ kiimesi mod p’de toplama ve mod
p’de ¢arpma altinda bir cisim olugturur. Bu cismi
F, ile gosterelim. Gerekli bir bilgi olmasa da dik-
katinizi ¢cekmek icin ekleyelim: Karmagik sayilar
iizerindeki sonlu boyutlu vektor uzaylarindan farkl
olarak, sonlu boyutlu IF,, vektor uzaylar: sonlu sa-
yida vektor icerir!

Simdi V = IFZQ, ile 2 boyutlu IFp-vektdér uzayini
gosterelim. Temsilleri tanimlamak igin vektor uzay-
larinin tersinir dogrusal doniigiimlerinin grubuna
ihtiyacimiz var. Kompleks durumda oldugu gibi,
GL(V) ile gosterecegimiz bu grup elemanlarini gir-
dileri IF,’den olan 2 x 2 matrislerin grubuyla izo-
morftur.

Bu vektor uzayina etkisini diigiinecegimiz grup
p. mertebeden devirli grup C), = (x) olsun. Ashnda
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Cp 2 Z[pZ denkliginin saglandigim hatirlatalim.
Grup etkisini, her j=0,1,...,p—1 igin,

Cp— GL(V), 2l o> (é {)
ile tanimlayalim. Bu esglemenin bir grup doéniigiimii
verdigini kanitlayalim. Fonksiyonun tanim kiimesi
bir devirli grup oldugundan tek yapmamiz gereken
gorlintiideki matrisin p’inci kuvvetinin birim mat-
risi oldugunu gostermek. Basit carpma iglemiyle,

1 4 i (1 kj(modp)

0 1) " \o 1
esitligini elde edebiliriz. Eger k = p segersek sagdaki
matrisin birim matris olacag1 agiktir, yani kogul
saglanir.

Tanimimizda dikkat etmemiz gereken onemli
bir nokta var: Eger cismimizin karakteristigi p ol-
masaydi, carpma iglemindeki mod p kaybolacakti.
Bu durumda pj sifirdan farklh oldugundan, hicbir &
degeri icin sag iist kogsede 0 bulmamiz miimkiin ol-
mazdi. Yani matrisimizin mertebesi p olamayacagi
gibi tanimladigimiz fonksiyon da homomorfizma
olamazdi! Bir diger deyisle, elde ettigimiz modiil
gercekten de IF,, cismine ve C,, grubuna 6zel!

iddia. V yari-basit degildir.

Kanit. Kanitlamamiz gereken iki 6nerme var:

1. V basit degildir, yani 0’dan ve V’den farkh
bir altmodiilii vardir.

2. V, sifirdan farkh iki altmodiiliiniin dolaysiz
toplami olarak yazilamaz.

V’nin boyutu 2 oldugundan, eger varsa, agikar ol-
mayan Oz-altmodiilleri 1 boyutlu olmali. Dolayi-
siyla V'nin basit olmadigini gérmek icin 1 boyutlu
altmodiil bulmamiz gerekli ve yeterlidir. Yukari-
daki 6rneklerde gordiigiimiiz gibi boyle bir altmo-
diil grubun tiim elemanlarmin goriintiileri igin or-
tak bir 6zvektor olmalidir. Cp’nin etkisini yukari-
daki matrisler cinsinden veren V’nin bazin {vy, v}
olarak yazalim. O zaman her j igin,

s -G

elde ederiz, yani vy aradigimiz ortak 6zvektordiir.
Birinci 6nermeyi kanitlamig olduk.

Ikinci 6nerme icin, eger V yari-basit olsaydi,
halihazirda 1 boyutlu altmodiilii oldugundan, mec-
buren iki tane 1 boyutlu altmodiiliiniin toplami ola-
rak yazilirdi. Bir diger deyisle, birbirinden dogrusal
olarak bagimsiz en az iki ortak 6zvektor olurdu.

Oyleyse yukarida buldugumuzun diginda ortak
0zvektor olmadigini gostermemiz V'nin yari-basit
olmadigimi kanitlamak igin yeterli olur. Bu amagla,
v = avy + bvs € V herhangi bir 6zvektor olsun:

saglanirdi. Matris ¢arpimini hesaplarsak,

a+jb=Xa ve b=\

denklemlerinin her 5 =0,1,...,p—1 icin saglanmasi
gerektigini buluruz. Tkinci denklem A; = 1 verdigin-
den, ilk denklemin saglanmasi igin gerek ve yeter
kosulun b = 0 oldugu ortaya gikar. Ancak bu du-
rumda v = (a,0) = a-(1,0) = av; olur. Béylece 1
boyutlu yegane altmodiiliin v;’in gerdigi altmodiil
oldugunu gormiis oluruz. Kanit tamamlandi. [

Diizenli CG-modiil ve Permiitasyon
Modiilleri

Grup temsilleri elde etmenin yollarindan biri de
gruplarin kiimeler iizerine olan etkilerini dogrusal
olarak vektor uzaylarina genisletmektir. Bu kurulu-
mun ilk ve en 6nemli 6rnegi diizenli modiildiir (Ing.
regular module). Tiim modiiller hakkinda degerli
bilgiler barindiran bu kurulumu gézden gecirecegiz.

Grup G verildiginde bazi G kiimesi olan C-
vektor uzayr CG'yi tanimlayabiliriz: Vektorlerimiz
Ag’ler kompleks sayilar olmak {izere,

Z Ag g

geG
olarak yazilir. Vektor uzayr CG’yi CG-modiil yap-
mak i¢in G’nin etkisini soldan ¢arpma olarak ta-
mimlamak yeterlidir, yani ¢’ € G ise,

9 (X X9)=2 299
geG geG

olur. Elde ettigimiz bu temsile G 'nin dizenli tem-
sili ya da diizenli CG-modiil denir. Diizenli modiil
ayni zamanda sadik modiildiir.

Buradaki fikrimiz i¢in énemli nokta G’nin vek-
tor uzayina olan permiitasyon etkisidir. Bu oldugu
siirece ayni kurulumu yapmak miimkiin. O zaman
X bir G-kiimesi olsun, yani iizerinde G’nin etkisi
olan bir kiime olsun. Bu etkiyi ¢g-z seklinde yazariz.
Eger CX baz1 X ile verilen vektor uzayiysa, G'nin
CX tizerindeki etkisini,

g (X X2)= 3 Navgea
zreX zeX
olarak tanmimlariz. Bu etkiyle birlikte ortaya ¢ikan
yapiya bir permiitasyon modili denir.
Yukarida Ss i¢in tanmimladigimiz standart mo-
diiller permiitasyon modiillere bir 6rnektir.
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Karakter hesaplarinda kullanigh olacak bir goz-
lemi de okuyucumuzla paylagalim. Permiitasyon
CG-modiil CX'’e karsilik gelen temsili,

PX : G—>GL((CX)

ile gosterirsek, her g € G igin p(g)’nin X bazin-
daki matrisi bir permiitasyon matrisi olur, yani
[p(g9)]x’in her satir ve her siitununda sadece bir
tane sifirdan farkli girdi vardir ve bu girdi 1’e egittir.
Kanit1 okuyucuya birakiyoruz!

Sabit Noktalarin Altmodiilii

V bir CG-modiil olsun. V'nin G etkisi altinda
sabit kalan elemanlarimm kiimesini V¢ ile gostere-
lim. yani

VS ={veV | her geG igin g-v = v saglanir.}

Bu kiimenin bir altuzay hatta G’nin asikar etki
ettigi en biiyiik altuzay oldugu barizdir.

Ornek 1. Iki CG-modiil V ve W secelim. On-
ceki yazilarimizda Home (V, W) ve Homeg (V, W)
notasyonlarini iiretmigtik. Heniiz bu notasyonu gor-
meyen okurlar bu 6rnegi atlayip sonrasindaki 6n-
sava bakabilir. Bu 6rnegin amaci agagidaki esitligi
kanitlamak olacak.

iddia. Home(V,W)C = Homeg(V, W),
yani V’den W’ya giden CG-modiil homo-
morfizmalar: bu iki vektor uzay: arasindaki
dogrusal doniigiimlerin G-etkisi altindaki
sabit noktalaridir.

Gergekten de ¢ € Home (V, W) verildiginde aga-
gidaki denklikler acik bir bicimde saglanir.

¢ e Homeg(V,W) < HergeGvewveV igin

P(g-v) =g-d(v)
< HergeGveveV igin

g d(g-v) = ()
< HergeGveveV igin

9-0(g7" v) = (v)
< HergeGveveV igin

(g-¢)(v) = d(v)
< ¢ eHome(V,W)%

Yukaridaki adimlar aciklayalim. Ilk denklik
CG-modiil olmanin tanimu. Tkinciye ulagmak icin
esitligin her iki tarafina ¢! ile etki ettik. Elde etti-
gimiz bu denklik G’nin biitiin elemanlari i¢in dogru
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oldugundan, g yerine ¢~! yazdigimizda da dogru
olacaktir. Sonraki denkligi bu degisikligi yaparak
bulduk. Bu kez olusan esitligin sol tarafi g-¢’nin ta-
nimi oldu. Esitligin saginda ¢ bulundugu i¢in ¢’nin
G etkisi altinda sabit kaldig1 sonucuna ulagtik.
Siradaki sonucumuz sabit noktalarin boyutunu
hesaplamamiz i¢in bir yontem iiretiyor.

e

Onerme 1. V bir CG-modiil olsun.

1
ﬂ'(v)—@g%g'v

esitligiyle tanamlanan 7 : 'V — V  fonksi-
yonu bir V€ altuzayina izdisim olan bir
CG-modiil homomorfizmasidir. Dahasu,

dime V€ = Tr ()

esitligi saglanar.

\.

Kamt. Yukarida tanimlanan 7 fonksiyonunun dog-
rusal oldugu ve G etkisiyle degigmeli oldugu agiktir.
Dolayisiyla bir CG-homomorfizmasidir. Sabit nok-
talara izdiigiim oldugunu gérmek i¢in kanitlamamiz
gereken iki 6nerme var.

Ik olarak, m’nin gériintiisiindeki her vektor G
etkisi altinda sabit olmali. Gergektende eger h € G
verilirse,

1
7Zgnv

|G| geG
1

= |G|g§;(hg)~v
1

= @h;c:(hg)'v
1

- @Zg'v

geG

h-m(v) = h-

= 7(v)

esitlikleri saglanir. Burada daha 6nce de kullandig-
miz g € G indisini hg € G ile degigtirme numarasini
bir kere daha kullandik.

Tkinci olarak, m’nin sabit noktalar iizerinde bi-
rim fonksiyon oldugunu gostermemiz gerekli. Eger
v e VY ise, yani her g € G icin ¢g-v = v ise toplamda
goriinen tiim terimler v’ye esit olacaktir. Toplamda
|G| tane terim oldugundan toplam |—Cl;||G|v = v olur.

Onermenin ikinci iddias: dogrusal cebirde bili-
nen bir sonuctur: Izdiigiim fonksiyonunun izi go-
riintiisiiniin boyutuna egittir. O
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Karakter tablolar: olugturmak bir taraftan gru-
bun yapisini ¢bziimlememize yardimei olurken bir
taraftan da eglenceli olabilir. Bu yazimizda temel
karakter tablosu 6rneklerini sunacagiz. Baglangic-
taki 6rneklerimiz temel teknikleri kullanirken iler-
leyen 6rneklerimizde diklik bagintilar: gibi daha
ileri teknikleri de kullanacagiz. Ornekler yazimizda
oldugu gibi, bu yazinin da konuyu tartigtigimiz ana
yaziya paralel olarak okunmasini tavsiye ederiz.

Karakter Tablosu Bulma Teknikleri

Yazimiza karakter tablolarimi bulmak i¢in kul-
lanabilecegimiz teknikleri listeleyerek baglayalim.
Orneklerle biiyiik béliimiiniin kullanimimi da gos-
terecegiz.

G sonlu grup olsun.

1. G'nin indirgenemez karakterlerinin
sayistyla G'nin eglenik simiflarinin sa-
yis1 egittir. Dolayisiyla karater tablosu
kare matristir.

J

Bu en temel sonuclarimizdan birisiydi. Ik adim
olarak grubun eglenik smiflarimi belirleyip tablo-
muzun boyutuna karar verecegiz.

2. G'nin 1 boyutlu temsillerinin hepsi
G/G' grubunun 1 boyutlu temsillerin-
den Inf& Jc fonksiyonuyla elde edilir.

3' |G| = ZXII'I'C(G) X(1)2

J

Yukaridaki iki sonucu kullanip 1 boyutlu karak-
terleri belirler ve sonrasinda geri kalan ¢ok boyutlu
temsillerin boyutlar1 hakkinda fikir elde edebiliriz.
Bu sayida kanitlayamadigimiz, ama listeye dahil
edecegimiz agagidaki sonug, olas1 dereceleri 6nemli
olclide kisitlamaktadir.

4. Her y € Irre(G) igin x(1) boyutu |G|
mertebesini boler.

Bu 6nermenin kanitini yapabilmek icin cebir-
sel sayilarin tanimina ve temel 6zelliklerine ihtiyac
duydugumuzdan, kanit1 bu sayida veremedik. Aga-
gidaki orneklerde de ¢ok gerekmedikge kullanma-
maya caligacagiz.

5. G’nin matematiksel bir nesneye ya da
kiimeye olan her etkisi bir CG-modiil
iretir.

Karakterleri modiillerden elde etmek 6zellikle
mertebesi yiiksek gruplar i¢in kolay degildir ancak
her zaman permiitasyon modiilleri ve onlarin ka-
rakterlerini kullanmak miimkiindiir. Cogu zaman
indirgenemez temsil bulamayiz ancak asagidaki te-
oremler araciligiyla buldugumuz bu karakterlerin
i¢inden indirgenemez terimler ¢ikarabiliriz.

6. X, G'nin bir karakteriyse,

X €lirg(G) & < x,x>=1

Indirgenemez karakterlerin bu nitelemesi pra-
tikte en sik kullanilan 6zelliklerden birisidir. Ce-
sitli yollarla elde edilen bir karakter i¢in ilk adim,
her zaman, kendisiyle i¢ carpimini hesaplamaktir.
Karakter indirgenebilir oldugunda da her bir in-
dirgenemez karakterdeki koordinatini benzer bir
carpimla buluruz.

7. X, G'nin bir karakteri ve y; € Irrc(G)
ise x’nin y; koordinat1 < y, x; >’dir.

Bu iki sonucu kullanip yeni indirgenemez ka-
rakterler bulmak miimkiin olsa da ¢ogu zaman
birka¢ indirgenemez karakterin toplami da ortaya
¢ikar. Bu gibi durumlarda diger yontemlerle bagka
karakterler bulunmali.

Siradaki iki sonug karakter tablosunun satirla-
rinin ve siitunlarinin dik oldugunu veriyor. Eger
tabloyu kurarken son bir satir ya da son bir siitun
kalirsa bu iki sonucu kullanip tabloyu tamamlamak
miimkiindiir.
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8. (Satir Dikligi) x, x’ € Irrc(G) olsun.

Téw %Y(g)x’(g)

1, eger x =)' ise,
0, eger x#x ise.

<xxX'> =

J

9. (Stitun Dikligi) g, h € G olsun.

ICc(9)l, g9=ch,
0, degilse.

>, x(g)x(h)= {

xelrre (G)

J

Bélim gruplarinin temsillerini kullanmak da
etkin bir yontemdir. Sadece 1 boyutlu degil ¢ok
boyutlu indirgenemez karakterler de elde edilebilir.

~ a

10. N <G ve x € Irr¢(G/N) olsun.

(Infg/nx)(9) = x(gN)

ile tanimlanan fonksiyon G’nin indir-
genemez karakteridir.

\. J

Kompleks say1 degerli bir karakterin eslenigi-
nin dual modiiliin karakteri oldugunu biliyoruz.
Dolayisiyla degerleri gercel say1 olmayan her in-
dirgenemez karakter eglenik alma yoluyla yeni bir
indirgenemez verir.

11. x e Irre(G) ise x € Irre (G) olur.

Bunun yani sira iki karakterin ¢arpiminin da bir
karakter oldugunu kanitlamigtik. Cogu zaman in-
dirgenemez karakter ortaya ¢ikmasa da yukaridaki
tekniklerle bildigimiz karakterlerin koordinatlarini
belirleyip yeni indirgenemezler {iretebiliriz. Carpan-
lardan birinin derecesi 1 oldugunda indirgenemez
karakter elde ettigimizi hatirlayalim.

12. x, X" € Irrc(G) ise xx’ G’nin bir ka-
rakteridir. Dahasi eger x(1) = 1 ise
xx" € Irrc(G) olur.

Son olarak simetrik ve asitmetrik kareleri kul-
lanip yeni karakterler iiretmek miimkiindiir. Son-
rasinda yukarida tarif ettigimiz yontemlerle indir-
genemez karakterlerin koordinatlari belirlenebilir.
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13. x € Irrc olmak iizere,

xs(9) = 50 (9) + x(6)

xa(9) = 503(9) ~x(6*)

esitlikleri G'nin karaterlerini verir.

\. J

Listeledigimiz bu teknikler diginda da yontem-
ler tabii ki var. Aslinda en etkin yontemlerden bi-
rini, (Ing. Induction), bu yazilarimizda tanitmadik.
Konu iizerinde yogunlagmak isteyen okuyucular
referans listemizdeki kitaplarda bu teknigi ve daha
fazlasini bulabilir.

Abel Gruplari

Abel gruplarimin basit temsillerinin bir boyutlu
olmas: gerektigini ve dolayisiyla her birinin gruptan
sifirdan farkli kompleks sayilar grubuna homomor-
fizmalar olmasi gerektigini gostermisgtik. Eger A
bir abel grubu ve p: A — C* bir homomorfizmaysa
p’nun karakterinin kendisine egit olacagi da asi-
kardir. Dolayisiyla A'nin karakter tablosu sadece
bu homomorfizmalarin degerlerinden olugsacak. As-
linda Abel Gruplari yazimizda verdigimiz V 6rnegi
ayni zamanda V}’iin karakter tablosuydu.

Bir temel 6rnek daha verip abel gruplarimi ta-
mamlayalim: A = Cy = (z) olsun. Daha 6nce de
gordiigimiiz gibi A’dan ¢ikan homomorfizmalar
x’teki degerleri tarafindan belirlenir ve bu deger,
birimin 4. kéklerinden biri olmalidir. Oyleyse Cy’iin
karakter tablosu agagidaki gibi olacak.

Cy ‘ 1 x? 23
x1 |1 1 1 1
X2 1 ) -1 -
x3 |1 -1 1 -1
xea |1 -1 -1 3

Diigiik Mertebeden Ornekler: S,

Abel olmayan en diigiik mertebeli grup Ss gru-
budur. Bu grubun modiillerini ayrintili olarak bul-
mustuk. Karakterler icin eglenik siniflarina ihtiya-
clmiz var.

Gruplar teorisinden hatirlarsamz, simetrik
gruplarda iki elemanin eglenik olmas i¢in bu ele-
manlarin dongii tiplerinin ayni olmasi gerek ve
yeter kosuldu. Dongii tipleriyse, S, i¢in, n’nin tam-
say1 parcalaniglariyla bulunur.

Dolayisiyla, 3=2+1=1+1+ 1 parcalaniglari,
S3’iin 3 tane eglenik smifi oldugunu verir: Birim
elemanindan olusan 1, 2’li dongiilerin smifi b ve
3’1l dongiilerin sinif a.
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Bir 6nceki yazimizda basit CS3-modiilleri be-
lirlemistik. Okuyucu bu 6rnege doniip asagidaki
tabloyu ¢ikarmay1 denemelidir.

53 ‘ 1 b a
i1 1 1
Y2 |1 -1 1
X3 2 0 -1

Diigiik Mertebeden Ornekler: Dy
Oncelikle eslenik smiflarmi belirleyelim.
Dg ={1,s,5% s t,st,s°t, s°t}

oldugunu hatirlayalim. Ayrica tst = s* esitligimiz

de vard1. Bu esitlik bize s ve s’iin eslenik oldugunu

veriyor. Bir de,
ts?t = (tst)(tst) = 5353 = §*

esitlikleri s2'nin merkezde oldugunu dolayisyla sa-
dece kendisiyle eglenik oldugunu gosteriyor.

Geriye sadece s't formundaki elemanlar kalda.
Asagidaki hesaplara bakalim:

t(st)t = ts = s°t,
s(st)s® = s%ts3 = ts® =ts = 5%t

Goriilecegi gibi hem ¢ hem de s ile eglenik alma
st’yi s>t yapiyor. Oyleyse bu iki eleman bir eslenik
sinifi olugturur. Son olarak t i¢in hesap yapalim.

st(t)st = st?st = st

Bu esitlik ¢ ile s?¢'nin eglenik oldugunu gdsteriyor.
Boylece eslenik siniflarini belirlemis olduk.

CC(Dg) = {{1},{s%}, {s, s}, {t, s*t}, {st, s°t}}

Karakter tablosunun iist satir1 gdyle goriinecek:

Dg‘l 2 s t st

Simdi 1 boyutlu karakterleri bulalim. Daha
once de kamtladigimiz tizere Dg’in degisimle-
yen altgrubunu belirlememiz gerekli. Yukaridaki
hesaplarda Z(Dg) = {1,s?} bulduk. Ayrica
|Ds/Z(Dg)| = 4 oldugundan bu boliim abel olmali.
Dg abel olmadigindan, Z(Dg), boliimii abel veren
en kiigiik altgruptur, dolayisiyla ayni zamanda de-
gisimleyen altgruptur. Temel grup teorisi kullanip
Dg/Z(Ds) = Vy izomorfizmasimi gostermeyi bagka
bir aligtirma olarak birakalim. Bolim grubunun
karakter tablosu agagidaki gibi olacak:

Dg/Dj | 1Dy sDj Dy stDj

o1 1 T 1 1
bo 1 1 -1 -1
b3 1 -1 1 -1
b4 1 -1 -1 1

Bu karakterlerin Dg’e taginmalariyla asagidaki
kismi tabloyu elde ederiz.

2

Dg |1 s s t st
x1 |1 1 1 1 1
x2 |1 1 1 -1 -1
x3 |1 1 -1 1 -1
x« |1 1 -1 -1 1

Tabloda x; = Infg8 ,
s/Dg
karakter bir 6nceki yazida buldugumuz 2 boyutlu
basit CDg’in karakteri olacak. Geri dontip ilgili
matrislerin izleri hesaplanabilir. Alternatif olarak,
diklik bagmntilarim kullanalim. Son karaktere x5
diyelim. Oncelikle grubun mertebesi indirgenemez
karakterlerin derecelerinin kareleri toplami olaca-
gindan y5(1) = 2 olmalidur.
Simdi stitun dikligini kullanirsak, 1. ve 2. sii-
tunlarin dik olmasi igin,

¢; gosterimini kullandik. Son

1-141-1+1-1+1-1+2-x5(s*)=0

olmali. Dolayisiyla x5(s%) = =2 buluruz. Sonraki
ii¢ siitunda da benzer hesaplar yapabiliriz. Bu kez,
1. siitunla 3., 4. ya da 5. siitunun ¢arpimini hesap-
ladigimizda, ilk dort terimin toplami 0 olacagindan
X5'in bu siitunlardaki degerinin de 0 olmasi gerekir.
Boylece temsillere ve matrislere hi¢ atifta bulunma-
dan, son karakterin tiim degerlerini bulmus olduk.
Karakter tablosunun tamami agagidaki gibi olacak.

Ds|1 s* s t st
x1 |1 1 1 1 1
x2 |1 1 1 -1 -1
x3 |1 1 -1 1 -1
x« |1 1 -1 -1 1
x5 12 -2 0 0 O

Okuyucumuz bu sonucu matrislerle onaylamay1
aligtirma olarak yapmali.

Diisiik Mertebeden Ornekler: Qg

8 elemanli abel olmayan diger grubu, birim
kuaterniyonlarin grubu Qg’i de inceleyelim. Ele-
manlarin listesi:

QS = {17 _13 ia _iaja _ja k’ _k}
Bu elemanlar,
2

2= =k =-1veij=k,jk=1iki=j

esitliklerini saglar. Grubun merkezi ve degigimle-
yeni {1,-1} elemanlarindan olugan ve mertebesi
2 olan altgruptur. Kolayca hesaplanacag: iizere
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diger eslenik smflar i, —i, j,—j, k,—k kiimelerin-
den olugur. Dolayisyla Dg’de oldugu gibi 5 tane
indirgenemez karakter bulunur.

Ayrica merkezine boliimiinii hesapladigimizda
Qs/Q% = V4 elde ederiz. Bu durumda, yine Dg’de
oldugu gibi, @Qs’in 1 boyutlu karakterleri de V}
grubundan gelmektedir. Oyleyse ilk 4 karakter bu
gruplar i¢in ortak olacak.

Diger taraftan Dg’in karakter tablosunun son
satirini sadece diklik bagintilarini kullanarak bul-
mustuk. Tamamen ayni hesaplar (Jg icin de gegerli
oldugundan Qg’in karakter tablosunun son satir
da Dg’inkiyle ayni olacaktir! Oyleyse bu iki grubun
karakter tablolar1 aynidir!

Qs |1 -1 i j &k
vi|1 1 1 1 1
2|1 1 1 -1 -1
3|1 1 -1 1 -1
yall 1 -1 -1 1
Ys|2 -2 0 0 0

Bu sonug bize karakter tablolarinin gruplarin izo-
morfizma siiflarin1 belirlemeye yetmedigini gos-
termektedir.

Diisiik Mertebeden Ornekler: Sy

4 elemanli {1,2,3,4} kiimesinin permiitasyonla-
rinin grubu Sy lin karakterlerini belirleyelim. Yine
ilk olarak eslenik siiflarina ihtiyacimiz var. Yu-
karida da kullandigimiz sonuca gore S;’lin eslenik
smiflarinin temsilcilerini g0yle siralayabiliriz:

1,(12), (12)(34), (123), (1234)

Ornekler yazimizda da belirttigimiz gibi, 1 boyutlu
sadece iki karakter var. Biri agikar karakter, digeri
ise igaret karakteri olacak. Daha sonra kullanabil-
mek i¢in kismi karakter tablosunu olugturalim.

Sy |1 (12) (12)(34) (123) (1234)
o |1 1 1 1 1
op |1 -1 1 1 -1

Simdi S5 i¢in de tanimladigimiz standart temsili
diiglinelim. Sy’in bazm {eq,eq,e3,e4} olan 4 bo-
yutlu uzay iizerindeki etkisini alacagiz. Bu etki baz
elemanlarinin indislerini karigtirarak veriliyordu.
Amacimiz bu etkinin karakteri os’yi belirlemek.
Oncelikle 0,4(1) = 4 olacak.

Sy |

S

1 (12) (12)(34) (123) (1234)
0‘4

Sonrasinda (12) permiitasyonuna karsilk gelen
matrisin izini bulalim. Bu eleman e;’le es’yi de-
gistirirken e3 ve e4’li sabit birakacak. Dolayisiyla
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etkinin matrisi 3. ve 4. kogegende 1 diger kosegen-
lerde 0 olan bir matris olacak. Bu matrisin izi 2
olur. Yani,

Sy |1 (12) (12)(34) (123) (1234)
o |4 2

bulduk. Dikkat ederseniz, bu tiir permiitasyon et-
kilerinde kargilik gelen matrisin izi her zaman per-
miitasyonun sabit biraktig1 eleman sayis1 olacaktir.
Ornegin (12) sadece iki elemani, 3 ve 4’ii sabit
birakir. Bu gézlemle birlikte karakterin diger de-
gerlerini kolayca bulabiliriz.

Se|1 (12) (12)(34) (123) (1234)
o, |4 2 0 1 0

Buldugumuz temsilin indirgenemez olup olmadi-
g1 i¢ carpimi kullanarak bulabiliriz. Bunun igin
eslenik siniflarinin eleman sayilarina da ihtiyaci-
miz var. Bu sayilar ya da sec¢tigimiz eslenik simif
temsilcilerinin merkezleyenlerinin mertebeleri, ka-
rakter tablolarinda ek bir satir olarak verilir. Biz
ilk bilgiyi ekleyelim.

[l |1 6 3 8 6
Sy |1 (12) (12)(34) (123) (1234)
o, |4 2 0 1 0

En st satirda gordiigiiniiz sayilar1 bulmak zor de-
gil. Ornegin (12) formundaki permiitasyonlar: bul-
mak igin {1,2, 3,4} kiimesinden 2 eleman1 12 farkh
yolla segebiliriz, ancak (12) = (21) oldugundan yal-
nizca 6 farkh permiitasyon elde ederiz. Diger sayilar
i¢in de benzer akil yiiriitmeler yapabilirsiniz.

Artik o¢'nin kendisiyle i¢ ¢arpimini hesaplaya-
biliriz:

1 _
<05,05> = ﬂ Z Us(g)as(g)
g€S4

- LS o

24 ;3.

1
= 51(1-42+6-22+3-0+8~12+6-0}

1
= —(16+24+8)=2
24

Sonucun 2 olmasi o'nin 2 tane indirgenemez ka-
rakterin toplami oldugunu gosteriyor. Elimizdeki 1
boyutlu karakterlerden birinin y, i¢inde goriiniip
goriinmedigini hesaplayalim. Yine i¢ ¢carpim hesabi
yapacaglz.

1 _
5192;403(9)01(9)

1

= 57 os(9)
24 962524

< 05,01 >

1
= ﬂ(1-4+6-2+3~0+8-1+6~0)

1
= —(4+12+8)=1
24



Olcay Coskun / Matematik Diinyasy (2023-3) - Says 117

Sanshyiz! o5’yi olusturan indirgenemezlerden bi-
risi agikar karaktermis. Oyleyse o4 = 05 — 01 yeni
bir indirgenemez olacak. Yeni, ¢linkii boyutu 3!
Tablomuza ekleyelim.

ICa(g)l |1 6 3 8 6
S, |1 (12) (12)(34) (123) (1234)
op |1 1 1 1 1
oy |1 -1 1 1 -1
os |3 1 -1 0 -1

Yontem listemizin 12. maddesine gore o904 indirge-
nemezdir. (12) permiitasyonundaki degeri o4’ten
farkli oldugundan o5 = 0204 yeni bir indirgene-
mez karakterdir. Boylece listemiz hemen hemen
tamamlandi.

[Ce(g)l |16 3 8 6
Sy |1 (12) (12)(34) (123) (1234)
o1 1 1 1 1 1
op! 1 -1 1 1 -1
o4 3 1 -1 0 -1
05 3 -1 -1 0 1

Okuyucu o05’i veren CSy-modiilii merak ediyorsa,
S471in kiipiin simetrilerinin grubu oldugunu hatirla-
talim. Bu etkiyi 3 boyutlu uzaya geniglettigimizde
ortaya cikan modiiliin karakteri o5 olacak. Ilgili
okuyucumuzu matrisleri yazip bu iddiamizi kanit-
lamaya davet ediyoruz.

Boylece son karaktere ulagmig olduk! Bir énceki
ornekte oldugu gibi son karakteri stitun dikligini
kullanarak bulabiliriz. Oncelikle buldugumuz ka-
rakterlerin derecelerinin kareleri toplami 20 oldu-
gundan geriye kalan karakterin 2 boyutlu oldugunu
sOyleyebiliriz, bu karakteri o3 olarak adlandiralim.
Siitun dikligini kullanip diger degerleri belirlemeyi
ise okuyucuya aligtirma olarak birakacagiz. Karak-
ter tablomuzun son durumu asagida.

Ca(g)l |1 6 3 8 6
Sy |1 (12) (12)(34) (123) (1234)
o |1 1 1 1 1
oy |1 -1 1 1 -1
o5 |2 0 2 -1 0
os |3 1 -1 0 -1
o5 |3 -1 -1 0 1

60. Mertebeden Basit Grup: As

Yukaridaki temel 6rneklerden sonra, goreceli
olarak biraz daha zor bir 6rnek yapalim. Abel olma-
yan basit gruplardan en kii¢iigii olan As’in karakter
tablosunu kuracagiz. Kendisi ve {1} diginda nor-
mal altgrubu olmadig: igin A5’in sadece bir adet
1 boyutlu temsili vardir. Ayrica boliim gruplarin-
dan gelen temsilleri de diigiinmemiz miimkiin degil.

Isimizi zorlagtiran bu etkenlere kargin karakter tab-
losunu kurabilecegiz. Induction yontemini bilseydik
As’in karakterlerini altgruplarin karakterlerinden
¢ekmemiz miimkiin olabilirdi.

Oncelikle eslenik smiflarini belirlememiz gerekli.
Yaziy1 daha fazla uzatmamak icin bircok grup te-
orisi kitabinda bulunabilecek bu adimi athiyoruz.
Karakter tablomuzun ilk iki satir1 ve agikar karak-
teri gOyle olacak:

gl |1 20 15 12 12
As |1 (123) (12)(34) (12345) (13452)
xi |1 1 1 1 1

Ilk olarak standart temsili ve karakterini he-
saplayalim. Standart temsil igin As’in baz
{e1,€e2,e3,e4,€5} olan 5 boyutlu uzaya etkisini dii-
sliniiyoruz. Bu etki a € A5 i¢in a - e; = e, ;) esitli-
giyle veriliyor. Daha 6nce de gézlemledigimiz gibi,
bu temsilin karakteri o, elemanlarin sabit biraktig
baz elemani sayisina esgittir. Dolayisiyla,

gl |1 20 15 12 12
As |1 (123) (12)(34) (12345) (13452)
os |5 2 1 0 0

olur. Yine her zaman dogru olacag: gibi, o, 'nin
x1’deki koordinat1 1’dir. Dolayisiyla x4 := 05 — 1
tanimlayabiliriz. Yine okuyucuya birakacagimiz bir
hesap:

< X4,X4 >= 1

Bir diger deyisle, x4 indirgenemezdir. Boylece ka-
rakter tablomuza bir satir daha eklemis oluruz.

gl |1 20 15 12 12
As |1 (123) (12)(34) (12345) (13452)
x1 |1 1 1 1 1
xa |4 1 0 -1 -1

Siradaki karakteri belirlemek igin simetrik kareleri
kullanalim. yg ile x4’in simetrik karesini gostere-
lim. Yazinin baginda verdigimiz formiilden hesap-
larsak,

gl | T 20 15 12 12
As |1 (123) (12)(34) (12345) (13452)
xs |10 1 2 0 0

buluruz. Bu karakterin indirgenebilir oldugu agik!
Iginde bildigimiz karakterleri barindirdigini uma-
rak i¢ carpimlar1 hesaplayalim.

> xs(9)

1
<Xs,X1 > A
60 et

1

= —(10+20-1+15-2)
60

1
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PRSI

<XS>Xa>
1
= —(1-10-4+20-1-1)
60
= 1
Sanshiyiz ki daha 6nceden buldugumuz her iki ka-

rakter yg icinde goriiliiyor. Bu iki karakteri ¢ikar-
digimizda elde ettigimiz sonug,

gl |1 20 15 12 12
As |1 (123) (12)(34) (12345) (13452)
Xs |5 -1 1 0 0

Son olarak bu karakterin indirgenemez olup olma-
digim kontrol edelim.

5 500’

< Xs: X5 >
= i(1-52 +20-(-1)%+15-1%)
60
=1

Sansimiz devam ediyor! x5 = x’s olarak tanimlayip
tablomuza ekleyelim.

gl |1 20 15 12 12
As |1 (123) (12)(34) (12345) (13452)
xi |1 1 1 1 1
xa |4 1 0 -1 -1
s |5 -1 1 0 0

Geriye sadece iki indirgenemez karakter kaldi. Bun-
lar1 diklik bagintilarimi kullanarak belirleyecegiz.
Aslinda alternatif yontemler de miimkiin, ama bu
yontemleri bulma zevkini de okuyucumuza biraki-
yoruz.

Ilk olarak derecelerin kareleri toplami 60 olmal.
Buldugumuz 3 karakter icin bu toplam 1+16+25 =
42 oldugundan geriye kalan iki karakter icin bu
toplam 18 olmali. 18 sayisini iki kare toplami ola-
rak sadece bir gekilde 18 = 3% + 32 olarak yazabiliriz.
Dolayisiyla son iki karakterimiz 3’er boyutlu ola-
cak. Simdi (123) elemanindaki degerleri bulmaliyiz.
Bu degerlere a ve b diyelim:

gl 11 20 15 12 12
A5 |1 (123) (12)(34) (12345) (13452)
R 1 1 1

Xz |3 a

x3 |3 b

xa |4 1 0 1 -
s |5 -1 1 0 0

Siitun dikligini kullanirsak, 1. ve 2. siitunlar,

0=1+3a+3b+4-5< a+b=0
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verirken 2. siitun,

0 e r1e1e a? 4?0

20
verir. Dolayisiyla a = b = 0 buluruz. Benzer gekilde
(12)(34) elemammndaki degerlere ¢ ve d vs. dersek
agagidaki tablo olugur.

Mgl |1 20 15 12 12
As |1 (123) (12)(34) (12345) (13452)
x1 |1 1 1 1 1
X2 |3 0 c e f
X3 |3 0 d f e
xs | 4 1 0 -1 -1
x5 |5 -1 1 0 0

Son hesaplara gegmeden isimlendirmemiz hakkinda
kisa bir aciklama yapalim. Karakterlerin 5’li dén-
giilerdeki degerlerine dikkat edin! Yer degistirerek
yazmamizin sebebi, As’in bu 5’li déngiilerin yerini
degistiren bir otomorfizmasinin olmasidir. Bu oto-
morfizma karakterlere de etki eder ve indirgenemez
karakterleri boyutu koruyarak karigtirir. Dolayi-
siyla bu elemanlardaki degerlerin yeri degistirilerek
elde edilen karakterler de tabloda goriilmeli. Sadece
iki karakter kaldig: i¢in degerler degigmeli olarak
belirlenmeli.

Artik hesaplara gecebiliriz. Bir onceki adimda
oldugu gibi 1. ve 3. siitunlarin dikligi,

c+d=-2
denklemini verirken, 3. siitundan,
A +d>=2

buluruz. Bu denklemleri ¢ozdiigiimiizde ¢ =d = -1
oldugu ortaya c¢ikar. Boylece geriye sadece iki deger
kalmig oldu. Yine siitunlarin dik olmasinmi kullana-
lim. 1. ve 4. siitundan,

e+f=1

denklemi bulunur. Bir diger denklemse 4. stitundan
gelecek:

2+ f2=3
Ik denklemin karesini alip ikinciyi qikarirsak,
ef=1

buluruz. Oyleyse e ve f sayilart 22 -z + 1 = 0 denk-
leminin kokleri olmali. Ikinci derece denklemlerin
koklerini veren formiilii kullanirsak,

1+V5 1-V5
= 5 , ve f= 5

€
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elde ederiz. Boylece karakter tablosunu tamamla-
mig olduk.

o]l |1 20 15 12 12
As |1 (123) (12)(34) (12345) (13452)
x1 |1 1 1 1 1
X2 |3 0 -1 e f
x3 |3 0 -1 f e
x4 | 4 1 0 -1 -1
x5 |5 -1 1 0 0

Dolaysiz Carpimlarin Karakterleri

G ve H sonlu gruplar ve Irre(G) ve Irre(H)
kiimeleri verilsin. Amacimiz G x H’nin indirgene-
mez karakterlerini bulmak. Bu problemin ¢6z{imii
beklentilerimizin en basiti:

Teorem 1.

Irre(G x H) = Irre(G) x Irre (H)

Bu gosterimde x € Irre(G) ve ¢ € It (H) ise
(x, ¢) ikilisini her (g,h) € G x H igin,

(x:¢)(g:h) = x(g)o(h)  (*)
esitligini saglayan fonksiyon olarak tamimliyoruz.

Kant. Teoremi iki adimda kamtlayacagiz. Ik ola-
rak yukarida tanimladigimiz fonksiyonun G x H nin
indirgenemez karakterini verdigini gosterelim. Bu
amagcla x’ye karsilik gelen CG-modiile V', ¢’ye kar-
silik gelen CH-modiileyse W diyelim. Simdi VoW
vektor uzay: iizerinde G x H-etkisini agagidaki gibi
tamimlayalim: Her (g,h) e Gx H vev@w e VW
i¢in,
(g,:h)-vew=(g-v)®(h-w)

Verilen egitligin V@ W vektor uzayim bir C[G x H |-
modiil yaptig1 ve ortaya ¢ikan modiiliin karakteri-
nin (*) esitligiyle verildigi agiktir.

Simdi karakter oldugunu bildigimiz x x ¢ :=
(x, ¢) ikilisinin indirgenemez oldugunu kamtlamak
igin kendisiyle i¢ ¢arpimini hesaplayalim.

<(x;9), (x; 0) >
1

T IGxH| x ) (x x6)(g, h
G~ H] (g’h)%:GXH(X #)(g,h)(x x 6)(g, )
1 . —
- m(g’h;GxHx(gM(h)x(g)qb(h)

= <X3X>G'<¢7¢>H
1

Carpimin 1 olmasi karakterin indirgenemez oldu-
gunu kanitlar. Yukaridaki gosterimde < -,- >« ile
grup G i¢in tanimlanan i¢ ¢arpimi belirtiyoruz.

Geriye G x H grubunun biitiin indirgenemez
karakterlerinin bu yéntemle elde edilebilecegini gos-
termek kaldi. Bunun igin |Irrc(G x H)|'i hesapla-
yalim. Hatirlarsaniz bu say1 grubun eglenik simif-
larinin sayisina esitti. Eger (g,h), (¢',h') e Gx H
eslenikse o zaman en az bir (z,y) € G x H igin,

(g,a h,) = (l‘, y)(ga h)($_17 y_l)

esitligi saglanmali. Ama bu esitlik ayn1 zamanda
g ve ¢"’niin G’de, h ve h’niin de H’de eglenik ol-
dugunu veriyor. Diger yandan, bir 6nceki ciimleyi
tersten yazarsak, koordinatlari eglenik olan ikili-
lerin dolaysiz ¢arpim grubunda eglenik oldugunu
da buluruz. Dolayisiyla, beklendigi tizere, G x H
igindeki eglenik simiflarinin sayis1 G’nin ve H’nin
eslenik siiflarinim sayilarinm carpimima esittir. Oy-
leyse benzer bir egitlik indirgenemez karakterlerin
sayisi i¢in de dogru olmali, yani,

lrre(G x H)| = [Trre (G) - [Trrc ()|

Ama zaten yukarida tariflerini verdigimiz indirge-
nemez karakterlerin sayisi egitligin sagindaki say1
kadar. Dolayisiyla iddiay1 kanitlamis olduk. O

Ornek 1. Bu ornekte mertebesi 6 olan devirli
grubun karakter tablosunu bulalim: Cg = Cs x Cy
oldugunu hatirlayalim.

Oncelikle mertebesi 2 olan grubun karakter tab-
losu su sekildedir:

Cg 1 a
X1 1 1
X2 1 -1

Diger taraftan mertebesi 3 olan grubun karak-
ter tablosuysa su sekildedir:

Cs ‘ e a a’
o1 1 1
o2 |1 w w?
63 |1 w? w

Bu tabloda w = €23 almmalidir. Simdi yukari-
daki yontemi takip edip Cg'nin karakter tablosunu
bulabiliriz.

Cs e a a* b ba  ba?
x1x¢1 |1 1 1 1 1 1
xixdo |1 w w? 1 w w?
xixdg |1 w? w 1 w? w
Yexér |1 1 1 -1 -1 -1
YoXxoa |1l w w? -1 -—w -w?
Yoxoz |1l w? w -1 -w? -w

Kargit Ornek: Devirli Merkezi Olup

Sadik Indirgenemezi Olmayan Bir
Grup: (5% 53
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Son olarak baglikta belirttigimiz 6rnegi kura-
cagiz. Bu o6rnek ayni zamanda dolaysiz ¢arpimlar
i¢in elde ettigimiz yukaridaki sonucun yari-dolaysiz
carpimlar igin gegerli olmadigini da gdsterecek.

Ornek grubumuz G = C3x S5 olacak. Incelemeye
gecmeden once kisa bir bilgi verelim. Mertebesi 18
olan 5 grup bulunuyor, bunlardan ikisi abel (C18,
C3 x Cg) ticii abel degil. Abel olmayan iki grubu
belirlemek zor degil: Her ¢ift derecede bir dihedral
grup bulunur. Oyleyse ilk grubumuz D;g. Bir de
dolaysiz carpimla C'5 x.S3 olugturabiliriz. Bu iki gru-
bun izomorfik olmadigim gérebilmek i¢in D;g’in
mertebesi 9 olan bir elemani oldugunu ancak diger
grubun béyle bir elemana sahip olmadigini belirte-
lim. Geriye kalan son grup yukarida belirttigimiz
yari-dolaysiz carpim grubu olacak. Bagka bir grup
olmadig: iddias1 bu yazinin amaglarinin digina ¢ik-
tigindan cevaplamayacagiz.

Simdi ilgilendigimiz grup G'nin elemanlarim
(a,b,cla® =b® = * =1,ab=ba,cac=a", cbc=b"")

kurallariyla olusturabiliriz. Dikkat ederseniz mer-
tebesi 3 olan a ve b elemanlar1 degismelidir. Dola-
yisiyla P := {(a,b) = C3 x C5 altgrubunun mertebesi
9dur. Ayrica |G : P| = 2 oldugundan G’de normal-
dir. Bu grubun toplam 4 tane mertebesi 3 olan
altgrubu bulunur, {iretecleri sirasiyla a,b, ab, ab®
olarak secilebilir. Yine yukaridaki iligklerden gori-
lebilecegi gibi, ¢ elemani a ve b’yi tersleriyle egledigi
i¢gin bu altgruplarin her birisi G’de normal olacak.
Mertebeleri 6 olan boliim gruplarinin her biri Ss’e
izomortik olacaktir. (Neden?)

Son olarak mertebesi 2 olan ¢ elemaninin birim
eleman ve kendisi digindaki diger higbir elemanla
degismeli olmadigini da verilen iligkilerden rahat-
likla ¢ikarabiliriz. Oyleyse ¢’nin merkezleyeninin
mertebesi 2, yani eglenik sayis1 9’dur.

Tiim bunlar birlegtirdigimizde G'nin eglenik s1-
niflariin temsilcilerinin 1, ¢, a, b, ab, a?b oldugunu
buluruz. Karakter tablomuzun ilk satirini yazabili-
riz.

I[g]] 19 2 2 2 2
C3xSs|1 ¢ a b ab a?b
X1 ‘ 11 11 1 1

Geri kalan 5 indirgenemez karakteri bulmak igin
bélim gruplarindan yiikseltme yapacagiz. Merte-
besi 3 olan her altgruba boliim S5 oldugundan bu
yontemle bir tane 1 boyutlu, 4 tane de 2 boyutlu ka-
rakter bulmay1 beklemeliyiz. Toplam 5 oldugundan
tlim karakterlerin bu yolla elde edilecegi sonucuna
ulagiriz. Béliim gruplarindan yiikseltme yontemini
daha 6nce gormiigtiik, o yiizden bu adimi atliyor
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ve karakter tablosunu sunuyoruz.

I[g]l 1 9 2 2 2 2
C3xS3 |1 c a b ab a?b
X1 1 1 1 1 1 1
X2 1 -1 1 1 1 1
X3 2 0 -1 -1 -1 2
X4 2 0 2 -1 -1 -1
vs |2 0 -1 2 -1 -1
X6 2 0 -1 -1 2 -1

Tabloyu inceledigimizde indirgenemez karakterle-
rin higbirinin sadik olmadigini gérebiliriz. Ayrica
grubun merkezinin agikar altgrup oldugu da yuka-
ridaki iligkilerden ¢ikarilabilir. Dolayisyla C3 x S3
gercekten de merkezi devirli olan, ama hi¢ sadik
indirgenemez karakteri olmayan bir gruptur.

Canavar Grup

Yazilarimizi sonlu grup temsillerinin en ilging
ve zor orneklerinden biriyle bitirelim. Basit sonlu
gruplarin siniflandirilmasi probleminin de énemli
adimlarindan biri bu gruplarin listesinin belirlen-
mesiydi. Sonsuz grup ailelerinin yani sira, sonsuz
ailelere dahil olmayan istisnai gruplar da bulunu-
yor. Bu gruplarin en biiyiigli, varligi 1970’lerin
baginda B. Fischer ve R. L. Griess tarafindan 6n-
goriilen ve daha sonrasinda Griess tarafindan inga
edilen Canavar Grup M’dir. Adi eleman sayisindan
geliyor:

246 %320 5 59 x 70 x 112 x 133 x 17 x 19
x23 x 29 x 31 x41 x 47 x 59 x 71

= 808017424794512875886459904961710
757005754368000000000

M| =

Griess’in bu mertebeden bir grubu tarif etmek i¢in
kullandig1 yontem temsil teoretik: Griess’in kaniti,
Canavar grubu, boyutu 196833 olan birlesme 6zel-
ligi olmayan bir cebirin otomorfizmalar1 grubu ola-
rak belirler.

Canavar’in indirgenemez karakterleri Fischer,
D. Livingstone ve M. P. Thorne tarafindan be-
lirlenmigtir. Canavar basit bir grup oldugundan
(vani kendisi ve agikdr altgrubu diginda normal
altgrubu olmadigindan), sadece bir tane 1 boyutlu
karakteri vardir. Toplam 194 tane olan indirge-
nemez karakterlerin 1 boyutlu olmayan en diisiik
boyutlusu 196883 boyutludur! Canavar’in karakter
tablosu bilinmekte ve agagidaki boliimde tanitaca-
gimiz sonlu gruplar atlasmin 8 sayfasi kaplamak-
tadir. 194 x194 boyutlarindaki bu matrisi belirleme
isinin ne kadar muazzam oldugunu hayal edebiliriz!

Canavar grubun bir diger 6zelligi de diger is-
tisnai gruplarin hemen hemen hepsini altboliim
grubu olarak icermesidir.
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Teknik dogasindan dolay1 daha fazla detay ek-
leyemesek de ilgili okuyucuyu hem kaynaklardaki
kitap ve makalelere hem de (dikkatli olmak kogu-
luyla) ¢evrimigi kaynaklara yonlendiriyoruz. Kisa
bir giris i¢in Richard E. Borcherds'in AMS Notices
dergisinin Ekim 2002 sayisinda yayimlanan “What
is The Monster” yazisim tavsiye ederiz. Oradaki
kisa referans listesi daha ileri okumalar i¢in de iyi
bir baglangic olacaktir.

Sonlu Gruplar Atlasi

Ozgiin bashgiyla The Atlas of Finite Groups,
1985 yilinda John Horton Conway, Robert Tur-
ner Curtis, Simon Phillips Norton, Richard Alan
Parker ve Robert Arnott Wilson tarafindan yayim-
lanan ve 93 basit sonlu grubun karakter tablolarini
iceren bir kitaptir. O giinden bu yana giincelle-
nen ve artik gevrimigi bir kaynaga doniigen atlasin
iigiincili baskis1 https://brauver.maths.qmul.ac.
uk/Atlas/v3/ adresinde bulunuyor. Bu sayfadaki
bilgiye gore yaklagik 716 grup ve bu gruplarin 5215
temsili hakkinda bilgi iceriyor.

Agagidaki gorselde kitabin boyutu tam olarak
anlagilamayabilir. Bendeki kopyasinin yiizeyini iki
tane MD kopyasiyla, yanlarda birer parmak aciklik
kalacak gekilde kaplayabiliyorum.

r

ATLAS

FINITE GROUPS

J Ho ) CLOUNIAW ALY
R RSN G R ROSS!
S¢ B NIOTRITON
Re A RN RIUKEE R
REAT I EESTRON

Sonlu Gruplar Atlasi’nin kapag.

Basili ve basili olmayan kaynaklardaki bilgile-
rin toplanip geligtirildigi bu kitap karakterler te-
orisi i¢in 6nemli bir kaynaktir. Kritigini yapmak
icin yetkinligim yok, ama hem derslerde hem de
dogrulugunu test etmem gereken bazi iddialarda
kullandigimi séylemeliyim. Tlgili okuyucu hem kita-
bin kendisine hem de kitap hakkinda yazilmig ¢cok
sayida makaleye cevrimici kaynaklardan ulagabilir.
Son olarak Canavar grubun karakter tablosunun ilk
sayfasi ekleyelim. Fotograflar bendeki kopyadan.

&

Ll

/]

Canavar grubun karakter tablosunun kii¢iik bir boliimii ve bu kiigiik boliimiin biiyiitiilmiis kosesi. Tkinci
siradaki karakterin boyutuna dikkat!

e e

8080 1742479451287588645 83095629624528523
99049617 10757005754368000000000 82355161088000000 3.

p power A

p' part A

ind 1A 2A

xn 4+ 1 1
X2 o+ 196883 43N
X6+ 21296876 91884
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Grup Temsilleri:

Problemler
Olcay Coskun

Bogazigi Universitest
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Agagida sonlu grup temsilleriyle ilgili ¢esitli zor-
luk derecelerinde problemler var. Daha fazlasim
kaynaklar listemizdeki kitaplarda bulabilirsiniz.

Problem 1. A, grubunun indirgenemez karakter-
lerini hesaplayiniz.

Sonlu grup G igin, x = X esitligini saglayan
karakter x’ye gercel denir.
Problem 2. Grup G’nin gergel indirgenemez ka-
rakterlerinin sayisimn tersiyle eslenik olan eleman-

larinan eslenik sinaflarinin sayisina esit oldugunu
gosteriniz.

Problem 3. Eger G’nin mertebesi tek saywysa,
G 'nin biricik gergel indirgenemez karakterinin agi-
kar karakter oldugunu gdsteriniz.

Sonlu grup G’nin karakteri x verilsin. Bu ka-
rakterin cekirdegi

Ky ={geG:x(9) =x(1)}

olarak tamimlanir ve K, <G saglanir. Asagidaki
problem G’nin normal altgruplarinin karakter tab-
losundan belirlenebilecegini vermektedir.

Problem 4. Her N <G igin

N = ﬂKx
xel

esitligini saglayan bir altkime I € Irre(G) varder.

Problem 5. Karakter tablosunun determinants
nedir?

Problem 6. 5’indi dereceden simetrik grup Ss’in
karakter tablosunu belirleyiniz.

Problem 7. Sonlu grup G ’nin karakteri x ve kar-
silik gelen temsili p verilsin.

det x : G > C, g~ det(p(g))

ile tamemlanan fonksiyonun G ’nin bir boyutlu tem-
sili oldugunu gosteriniz.

Problem 8. Mertebesi 8 olan Dsg ve Qg grup-
larinwn 2. dereceden indirgenemez karakterlert x
ve X' olsun. det x ile detx’ karakterlerinin farkl
olduklarina gdsteriniz.
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Yukaridaki problemde, determinant ile belirle-
nen karakterleri karsilik gelen gruplarin karakter
tablolarindaki 1 boyutlu karakterlerle egliyoruz. Bu
iki grubun karakter tablolar1 ayni idi. Dolayisiyla
iddiamiz determinan karakterlerinin farkh satirlara

kargilik geldigidir.

Problem 9. Asal sayilar p < q i¢in, pq mertebe-
sinden abel olmayan grup G 'nin karakter tablosunu
belirleyiniz. (Ipucu: Once olasy karakter dereceleri-
nin 1 ve p oldugunu gosterin!)

Problem 10. Eger G’nin sadik indirgenemez bir
karakteri varsa, x diyelim,

2(G) ={geG:|x(9) = x(1)}
egitliginin saglandiginy gosteriniz.

Problem 11. Sonlu grup G’nin karakteri x ve 2.
mertebeden elemani g verilsin. Asagidaki iki dner-
meden birinin dogru oldugunu gdsreriniz:

1) x(g9) = x(1) mod 4 denkligi saglanir ya da
2) G’nin indeksi 2 olan bir altgrubu vardar.

Problem 12. Sonlu grup G 'nin, her 1 # g € G i¢in
x(g) =0 kosulunu saglayan karakteri x verilsin. Bu
durumda |G| nin x (1) boldigiuni gosteriniz.

Problem 13. Asikdr olmayan indirgenemez ka-
rakter x € Irrc(G) 'nin

Y. x(9)=0

geG
esitligini sagladigine gosteriniz.

Problem 14. Maschke’nin Teoremi’nin tersinin
de dogru oldugunu gésterin: Eger F' cisminin ka-
rakteristigi grubun mertebesi |G| yi boliiyorsa G nin
F-temsillert tam indirgenebilir degildir.

(Ipucu: Diizenli modiil FG nin asikdr olmayan
bitin FG-altmodiilleriyle asikdr olmayan kesisimi
bulunan bir FG-altmodiili oldugunu gdsterin.)



