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Diisiik mertebeli gruplar1 simflandirirken ilk
zorlukla 8. mertebede karsilasiriz. Oncesinde, 1, 2,
3, 5, 7 asal oldugundan bu mertebelerde birer grup
bulunur. Mertebe 4’te sadece iki tane abel grubu
varken 6’da bir abel ve bir abel olmayan grup bulu-
nur. Basit iglemlerle bu mertebelerde bagka gruplar
olmadig1 gosterilebilir.

Bu kisa notta mertebe 8'i ele alacagiz. Once-
likle sonlu abel gruplarin siniflandirilmas: teore-
minden 3 tane abel grubu oldugunu soyleyebiliriz:
ZS7Z4 X ZQ,ZQ X ZQ X ZQ.

Simdi G mertebesi 8 olan ve abel olmayan bir
grup olsun. Lagrange Teoremi’nden dolay1 G’nin
her bir elemaninin mertebesi 8’i bélmelidir. Dola-
yisiyla olas1 mertebeler 1, 2, 4 ve 8’dir. Ancak eger
mertebesi 8 olan bir eleman olsaydi G dongiisel,
ozel olarak abel, olurdu ki bu miimkiin degil. Di-
ger taraftan 1 sadece birim elemanin mertebesidir.
Oyleyse sadece iki secenek var: 2 ve 4.

Eger mertebesi 4 olan eleman olmasaydi, yani
birim olmayan tiim elemanlarin mertebesi 2 olsaydi
o zaman her g,h € G igin gh’nin de mertebesi 2
olurdu. Ama bu durumda ghgh = 1 esitligini soldan
g ve sagdan h ile ¢arpip hg = gh bulurduk. Yani G
abel olurdu.

Sonug olarak G’nin mertebesi 4 olan bir eleman1
oldugunu bulduk. Bu elemani x ile gbsterelim ve
y € G - (x) olsun. (x) = {1,z,2% 23} altgrubunun
indeksi 2 oldugundan G’nin normal altgrubudur.
Oyleyse yzy™' € () olmal. Eslenik alma iglemi
mertebeyi korudugu icin yzy ™! € {z,23} elde ede-
riz. Ama yxy~! = z olsaydi G abel olurdu. Oyleyse
yry ! = 23 olmali

Geriye sadece y’nin mertebesini belirleme kald.
Iki durum séz konusu:

1. y’nin mertebesi 2 ise: Bu durumda G’nin iyi
bilinen Dg grubu olmas: gerektigi agiktir:

G=(z,y|z* =y =1,yzy = 2°)

2. y’nin mertebesi 4 ise: Bu durumda (z) ile
(y)’'nin kesigiminde birim olmayan bir eleman bu-
lunmalidir. Gergekten, diger durumda (z)(y) altg-
rubunun mertebesi 16 olurdu ki bu miimkiin degil.
Aslinda (x) n (y) altgrubu iki elemanli olmali. Do-
layisiyla 2 = y? buluruz. Simdi z € G - ({x) U (y))
olsun. z’nin mertebesi de 4 olmali. (2 olsaydi y
yerine 2’yi kullanirdik!) Ayrica yukaridaki fikri uy-
gularsak z? = 22 olmasi gerektigini de goriiriiz.
Oyleyse G grubunu

(xy, 2|2t =yt =2 = 1,27 = ¢ = 2% yay ™' = 2°)

buluruz. Bu grup kuaterniyon birimlerinin grubu
olan Qg ile eg yapilidir.

Bagka bir olasilik kalmadigindan, agagidaki te-
oremin kanitini tamamlamig olduk!

Teorem 1. Mertebesi § olan her grup asa-
qudaki 5 gruptan biriyle esyapilidar.

Z8,Z4 XZQaZQ XZQ XZ27D87Q8

Yukaridaki fikirleri kullanarak p > 2 asal sayisi igin
mertebesi p? olan gruplar: smiflandirmay1 dene-
yebiliriz. Bu mertebede de 3’ii abel olan 5 grup
vardir. Abel gruplar 2’yi p ile (4’ii p? ile vs) de-
gigtirerek elde edilir. Abel olmayanlar i¢inse biraz
daha zorlu hesaplar gereklidir. Bagka bir kisa notta
bu smiflandirmay1 yapmay: planliyoruz.

7y Zs Z3 Ly, 72 Zs

ZG, 53 = D6 Z7

ZS; Z4>< Z27 Zga D87 QB

Mertebesi < 8 olan gruplarin listesi.
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