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n nesnenin tliim permiitasyonlarini tekrarsiz ola-
rak nasil siralariz? Rasgele bir permiitasyon nasil
seceriz? Ilk problem zor goriinmese de n! hizinda
zorlagmaktadir. Bir ¢cogumuzun hi¢ diiglinmeden
aklina gelen yontem soyledir: Diyelim ki 1,2,...,n
kiimesinin permiitasyonlarini siralamak istiyoruz.
Biliyoruz ki ilk terim bu sayilardan herhangi biri
olabilir. Dolayisiyla bir say1 se¢tikten sonra geriye
kalan terimler segilen sayidan sonra kiimede kalan
elemanlarin permiitasyonlar: olacak. Ornegin n = 3
ise, ilk terimi 1 olan permiitasyonlar (12 3) ve
(1 3 2)’dir. Burada (2 3) ve (3 2) terimleri {2,3}
kiimesinin permiitasyonlaridir. Simdi tiimevarimla
istedigimiz permiitasyon listesine ulagabiliriz.

Ama bu biraz acemice oldu! Her adimda eleman
sayis1 bir tane az olan kiimelerin permiitasyonlarini
listelememiz gerekiyor. Ayrica segme 6zgiirligiimiiz
oldugu i¢in her defasinda farkl listeler elde etmek
de olasilik dahilinde.

Tabii ki ¢ok daha etkin algoritmalar kurmak
miimkiin. Bu yazimizda klasik sayilabilecek bir
yontemden s6z edecegiz ve ayni zamanda bu yonte-
min ikinci sorumuza da cevap verecegini gorecegiz.
Bu yontemin giizel bir 6zelligi permiitasyonlar: si-
rali olarak vermesidir. Ne demek istedigimiz biraz
sonra netlesecek. Oncelikle bu tiir algoritmalar icin
temel olusturacak kavramlar: tanimlayalim.

Faktoriyel Taban

Ik okuldan itibaren sayilar1 onluk tabanda gés-
teririz: 321 = 1-10° + 2-10' + 3 - 102. Ilerleyen
yillarda 10 tabani yerine herhangi bir sayinin da
taban olarak kullanilabilecegini 6greniriz. Siimerle-
rin 60 tabanim kullandigini 6grenmek ¢cogumuz icin
slirpriz olmusgtur. 0 ve 1 dizilerinin bilgisayarlarin
ortaya ¢ikmasinda oynadigi rol ise mutluluk verici
bir uygulama ornegidir.

Permiitasyonlarla ilgili igler i¢inse daha yaratici,
ama i¢giidiilerimize biraz ters gelebilecek bir ¢o-
ziimleme var: Faktoriyel taban. Alisageldigimizden
biraz farkl olarak, faktoriyel tabanda verilen bir n
sayisinin k’inci faktoriyel rakami 0 ile k& arasindadir
ve n’yi

n=f1-11+ fo-2+ ...

olarak yazariz (tabii ki sadece sonlu sayida fj sifir-

dan farkli olacaktir). Bu durumda n’nin faktoriyel
tabandaki gosterimi de agagidaki gibidir.

n:f1:f2:...

Ik bakista rakam sayis1 belirsiz goriinse de aslinda
k! <n < (k+1)! esitsizliklerini saglayan k sayisin-
dan sonraki tiim rakamlar sifir olmalidir.

Ornek 1. n =10 ise
10=0-1'+2-21+1-3!

olur. Bu durumda 10’un faktoriyel tabandaki gos-
terimini sdyle yazariz:

10=0:2:1
Ornek 2. n =81 ise
81=1-11+1-21+1-3!+3-41=1:1:1:3
elde ederiz.

Her n igin boyle bir ¢ozlimlemenin var olaca-
g1 icgiidiisel olarak gorebiliriz. Matematiksel bir
kanit icin faktoriyel rakamlar: veren bir algoritma
tanimlayacagiz.

Oncelikle ¢oziimlemedeki biricik tek say1 1!’den
gelebilecegi igin f1 katsayis1 n tekse 1, ¢iftse 0 ol-
mali. Bir diger deyigle

fl =N (mod 2)
Simdi

n=2- ny + fl
olarak yazabiliriz. Burada ni, n’nin yarisidir. Algo-
ritmanin devaminda tiimevarim kullanacagiz. On-

celikle ng = n yazalim. Eger f1, fo,..., fr-1'1 bul-
musgsak fi’yi

nk_1:(k+1)~nk+fk

egitligiyle tanimlayalim. Yani fi, k — ’inci adimda
elde ettigimiz boliimiin k’ye oramidir. Algoritma
n; = 0 oldugunda sonlanir.

Ornek 3. n =81 6rneginde, say1 tek oldugu icin
f1 =1 olur. 2’ye boliim 40 oldugundan n; = 40
aliriz. Boylece

40=3-13+1
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esitligini elde ederiz. Bu esitlik fo = 1’1 verir. Dik-
katli okuyucu,

fx =ng-1mod (k+1)

oldugunu fark etmis olmali. §imdi, ne =13 ve do-
layisiyla f3 =1, ng =3, fy = 3 ve ng = 0 olacag:
agiktir.

Faktoriyel tabanda aritmetik yapmanin incelik-
lerini kesfetmeyi okuyucuya birakiyoruz. Ornegin
n,m € N verildiginde n, m ve n + m’nin faktoriyel
rakamlar: arasinda nasil bir iligki vardir? Kiiglik
orneklerle baglayip bir kural bulabilir misiniz?

Urettigimiz bu algoritma, her dogal saymin
faktoriyel tabanda ¢oziimlenebilecegini kanitliyor.
Peki, ama bu ¢oziimleme biricik midir? Bir diger
deyisle, herhangi bir dogal say: icin iki farkl fak-
toriyel gosterim miimkiin miidiir?

Cevap tabii ki hayir olacak. Kanit i¢in 6nemli
olacak bir sonucla baglayalim. Faktoriyel taban-
daki k£ basamakli en biiyiik saymin 1:2:3:...:k
oldugu aciktir. Ilk sonucumuz bu saymin onluk
tabandaki kargiligini belirliyor.

Onsav 1. Her ke N igin
T-11+2- 20+ .+ k- Kl =(k+1) -1
esitligi saglanar.

Kanat. Bu iddiay1 k {izerinden tiimevarimla kanit-
layalim. k = 1 oldugunda kanitlayacak bir sey yok.
O yiizden k > 1 olsun ve iddianin k’den kiiglik tiim
dogal sayilar i¢in dogru oldugunu varsayalim. O
zaman

T-10+2204 0+ (k-1 (k=D +k-El =K -1+k-K!
olur ki bu esitlik kanit1 bitirir. O

Simdi faktoriyel gosterimin biricik oldugunu
kanitlayabiliriz.

m=fr:fai...: fx ve

verilsin. Bu gosterimde en sagdaki f ve ¢; ra-
kamlarimizin 0 olmadigini kabul ediyoruz, yani
fe 0,91 0. Amacimiz m = n oldugunda k =1 ve
her ¢ igin f; = g; oldugunu gostermek. O zaman
m = n oldugunu varsayalim. Oncelikle eger k #
ise, diyelim ki k < olsun. Bu durumda

n=g1:92:-..*4qi

m<(k+1)!<ll<n

celiskisini elde ederiz. Tlk esitsizlik icin bir 6nceki
Onsavi, son egitsizlik i¢inse g;'nin sifir olmadig:
varsayimini kullandik. Dolayisiyla k = [ olmal.
Simdi eger gosterimler ayni degilse f; # g; esit-
sizliginin saglandig1 bir ¢ gdstergesi vardir. Bu gos-
tergelerden en kiigligiine r diyelim. (Yani, 7 < r ise

fi = g; olacak.) r’nin k’den kiiciik olmas1 gerektigi

acik. Bu durumda
O =

m-n

k
Z:(fi - gi) !

k
(fr_gr)'r!+ Z (fi—gi)-i!

i=r+1

= (fr-g) '+ +)- K

elde ederiz. Ugiincii esitligi yazarken i > k oldu-
gunda ¢!’in (k + 1)!e boliinebilmesini kullandik ve
K e N sayisin

¥ (fi-gi) -l

K= (k+1)!

olarak tanmimladik. Hatirlarsaniz r’inci faktoriyel
rakam 7’den kii¢lik olmaliydi. O zaman f, —g, fark:
r’den kiiciik, (f-—g,)-r!ise (r+1)Pden kiigiik olur.
Yani yukaridaki toplamin 0’a esit olabilmesi icin
tek yol, K =0 ve f, = g, olmasidir. Ama f,’'nin
gr’'den farkli oldugunu varsaymigtik. Buldugumuz
geligki bize f; = g;’'nin tiim ¢ gostergeleri i¢in sag-
landigini gosterir. Elde ettigimiz sonucu bir teorem
olarak not edelim.

Teorem 1. Her n dogal sayist igin
n:f1‘1!+f2'2!+..., Oﬁfiﬁi

esitligini saglayan biricik f1, fa,..
listesi vardur.

. dogal sayilar

Yukarida bahsettigimiz gibi f1, n’'nin tek-¢ift
olmasiyla belirlenir. n’nin sifir olmayan en sag ra-
kaminin gostergesi ise k! <n < (k + 1)! esitsizligini
saglayan k degeridir.

Peki faktoriyel tabam permiitasyonlarla nasil
iliskilendirecegiz? Oncelikle Onsav 1’den, 0 ile bir-
likte diigiiniildiigiinde, r basamakli r! tane say1
vazilabilecegi agiktir. Burada 0’1 her sayiya eklem-
lemis gibi diisiiniiyoruz. Ornegin,

10=0-0'+0-1!'+2-2!+1-3!

olarak yazacagiz. Algoritmamiz da 0!'in katsayisini
her zaman sifir verecektir.

Permiitasyonlardan Faktoriyel Ta-
bana

Bu gozlem n’li permiitasyonlar kiimesiyle fak-
toriyel tabanda n rakamli olan sayilar arasinda
eglemeler oldugunu verir. Bu tiir bir egleme bulma-
nin ¢ok sayida yolu biliniyor. Agsagida Lehmer’in iyi
bilinen eslemesini tanitacagiz. Bu esleme faktori-
yel gosterimden baglayip bir permiitasyon kurdugu
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i¢in aynm1 zamanda permiitasyonlar: siralamig olu-
yor. Boylece, 6érnegin “10’lu permiitasyonlarin bir
milyonuncusu” anlamli bir séz haline geliyor. Esgle-
menin kurulumunu bu 6rnek iizerinde yapalim.

Oncelikle 1 milyonun faktoriyel tabandaki ¢6-
ziimlemesini yapmaliyiz. Yukaridaki algoritmay1
uyguladigimizda

10°=0:0:2:2:1:5:2:6:6:2

buluruz. Islemin saglamasmi okuyucuya birakiyo-
ruz. Bu esgleme igin en sola fazladan bir 0 ekledi-
gimizi hatirlatalim. Simdi bu rakamlar1 bir ters
kosegen olugturacak sekilkde, soladan baglayip yu-
kariya giderek dizelim:

0

Amacimiz bu kogegeni agag1 yonde bir iiggene ta-
mamlamak. Bunun igin soldan ikinci siitundan bag-
liyoruz ve stitundaki eksik sayilari su kurala gore
belirliyoruz:

E’inci stitundaki 7’inci girise fi , diyelim. O za-
man, eger k’inci siituna kadar 7’inci satirdaki tiim
girisler bulunmugsa, f,’yi asagidaki fonksiyon ile
belirleriz:

fk—lr
T = ’
' fk—l,r+1

eger ise

Sre-1,0 < fre
fre-1,02 fre

eger ise

Bir diger deyigle, girdi yapacagimiz noktanin so-
lundaki say1 bulundugumuz siitunun en tepe girdi-
sinden kiiciikse o sayiyi, biiyiikse ya da esitse bir

fazlasim yaziyoruz.

Ornek 4. Yukarida verilen 6rnekte ikinci siitunu
bulmak igin

0
ile baglarsak fs o =1 olur. Benzer sekilde

2
0
01

bulundugunda f5 2 = 0, f3 3 = 1 buluruz. Dikkat edi-
lirse ikinci siitundaki sayilar tiglincii siitunun tepe

girdisi olan 2’den kiiciik olduklarindan ayni siitiinu
yazdik. Simdi bu kurala goére liggeni tamamlayalim.
Diger adimlar1 okuyucuya birakiyoruz.

2

6 7

6 7 8

2 2 2 3

5 6 7 8 9
111111

2 3 3 4 4 45

2 3 4 45 5 5 6

0 0000 O0O0OTO0OTQ O
011122 3 3 3 4

Algoritmamizin iddiasina gore son siitun bize
0,1,...,9 kiimesinin bir permiitasyonunu verecek-
tir. Standart gosterime ulagmak igin, her sayiya
bir eklersek 1,2, ...,10 kiimesinin bir permiitasyo-
nunu buluruz. Bir milyonla bagladigimizdan, bu
permiitasyon bir milyonuncu olacak:

o106 =(38941026715)

Bu yontemle elde ettigimiz dizinin bir permii-
tasyon oldugunu ve her permiitasyonu bu yolla bir
ve yalnizca bir sekilde elde edebilecegimizi goster-
memiz gerekir.

Oncelikle, secimimizden dolay1, k’inci siitunun
en tepesinde n’nin k’inci faktoriyel rakami bulunu-
yor, yani en gok k — 1 olabilir (0 ekledigimizi tek-
rar hatirlayin!). Algoritmamiz k’inci satirda saga
dogru ilerlerken bu rakama ya bir ekliyor ya da
ayn birakiyor. Dolayisiyla sonuncu siitunda k’inci
satir en ok k—1+ (r—k) =r—1 olabilir. Bir diger
deyisle 7’inci siitundaki sayilar 0 ile » — 1 arasinda-
dir. Tabii bu sonug¢ permiitasyon elde etmek igin
yeterli degil. Ayrica sayilarin tekrar etmedigini de
gostermeliyiz.

Aslinda elde ettigimiz her siitun bir permiitas-
yon olmali. Gergekten de 0: fy: fo:...: f, dizisini
soldan bir rakamdan kesersek, érnegin, s < r olmak
tzere 0: f1: fo:...: fs dizisini alirsak, bu dize de
bir saymin faktoriyel gésterimi olacagindan, s’inci
siitunun da bir permiitasyon olmasini bekliyoruz.

O zaman ilk tekrarin son siitunda, yani r’inci
stitunda oldugunu varsayabiliriz. Oyleyse

fr,s = fr,t =a

olsun. Ilk tekrar bu siitunda oldugundan fro1s #
fr-1,+ de dogrudur. Ama her yeni siitunda satirlar
ya bir artiyordu ya da aym kaliyordu. Dolayisiyla

fr—l,s =a, fr—l,t =a-1

va da

fr—l,s =a-1, .fr—l,t:a
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olmalidir. Simdi algoritmay: uygularsak, ilk du-
rumda, s’inci satirdaki say1 degismediginden,

a:fT‘—l,S<.fT‘7 a_lzfr—l,tzfr

olur ki bu miimkiin degildir. Ikinci durumda da
benzer bir geligki ortaya cikar. Bu celigkili durum
r’inci siitunda tekrar olmadigini kanitlar.

Faktoriyel Tabandan Permiitasyon-
lara

Yukaridaki kanit, faktoriyel tabanda r rakaml
sayilarla 7’li permiitasyonlar arasinda iyi tanimh
bir fonksiyon oldugunu gosterdi. Fonksiyonun bir
esleme oldugunu gormek igin algoritmanin tersinin
oldugunu fark etmek yeterli.

Soyle ki {1,2,...,r} nin verilen bir permiitas-
yonunu, 6nce her sayidan 1 ¢ikarip aq,as,...,a,
dizisini elde edelim. Bu sayilar1 bir siitun olarak
yazalim, dolayisiyla f, = a; olacak. Eger a1 < aq
ise fr_1 =ag -1, degilse f,_1 = as olmali. Simdi bu
stitundaki diger girdileri de benzer yéntemle bula-
biliriz: k’inci satirda, eger a1 < ay, ise fr_11 = ar—1,
degilse fr_1 = ax olmali. r — 1’inci slitun tamam-
landiginda aym yontemin tekrar uygulamalar ile
liggeni tamamlayabiliriz.

Ortaya gikan {iggenin tepe girdileri bize bir sa-
yinin faktoriyel tabandaki rakamlarini verecektir.
Elde ettigimiz bu sayiya bir énceki algoritmay1
uyguladigimizda bagladigimiz permiitasyonu tirete-
cegi de agiktir. Detayl saglamay1 okuyucuya bira-
kiyoruz.

Simdi ikinci sorumuzun yaniti da ortaya cikti.
Rasgele bir permiitasyon i¢in 6nce rasgele bir say1
tiretiriz (bu iglem olduk¢a standarttir). Sonrasinda
yukaridaki algoritmay: uygulayarak bu sayiya kar-
silik gelen permiitasyonu buluruz. Iste size rasgele
bir permiitasyon!

Lehmer Kodu

Her ne kadar uygulamasi zor olmasa da yukari-
daki algoritmay:1 uygulamak zaman alir. Aslinda
ortaya cikan fonksiyonu tarif etmenin ¢ok daha
kisa yollar1 da vardir. Burada yine Lehmer’in bir
sonucunu verelim.

Tanim 1. o = (ay az ...a,) permiitasyonunun
Lehmer kodu l, = (l1, la, ...,l,) ile gosterilir. Bu-
rada I, (a1 as ...a,) gosteriminde k’inci koordi-
natin saginda olan ama a’dan kiigiik olan terimle-
rin sayisidir.

Ornek 5. 0= (6314 25) ise o’'nmn Lehmer kodu
lo =(5,2,0,1,0,0) olur.

Ters yonde, [ = (Iy, l2, ...,l,) Lehmer kodu
verildiginde karsilik gelen permiitasyon soyle bulu-
nur:

e a; kiiglikten biiytige dizilen
[n]={1,2,...,n}
kiimesindeki [; + 1’inci elemandar.

® ay,a9,...,a_1 belirlendikten sonra ag, kii-
giikten biiyiige siralanmig olan

[n]\{a1,az,..

kiimesinin [, + 1’inci elemanidir.

'7ak—1}

Ornek 6. Yukarida buldugumuz [ = {5,2,0,1,0,0}
kodunu alalim. Yukaridaki siirece gore

e [6] kiimesindeki 6'nc1 eleman, yani 6, a; olur.

e {1,2,3,4,5} kiimesindeki 3’lincii eleman,
yani 3, ag olur.

e {1,2,4 5} kiimesindeki 1’inci eleman, yani 1,
as olur.

Diger terimleri a4 = 4,a5 = 2, a¢ = 5 olarak belirle-
nir. Okuyucunun bu adimlar:1 yapmasini éneririz.

Bu iki algoritma permiitasyonlarla Lehmer kod-
lar1 arasinda bir egleme kurdu. Simdi can alici
nokta su: Eger o'nin Lehmer kodunu tersten okur-
sak o’ya kargilik gelen faktoriyel tabandaki sayiy1
buluruz. Yukaridaki érnekte bu say1

0:0:1:0:2:5=2+2-41+5-51'=650

olur. Bir 6nceki algoritmanin uygulamasini okuyu-
cuya birakiyoruz.

Lehmer koduyla yapilabilecek daha ¢ok sey var!
Yukaridaki iddianin kanitin1 ve daha fazlasini bir
sonraki yazimiza birakiyoruz.

Not 1. Rasyonel sayilar1 da faktoriyel tabanda
gostermek miimkiindiir. Tlgili okuyucuya 1995-4
sayimizdan Oya Tabag’in “Faktoriyel Taban ile
Hatasiz Islemler” yazisin 6neririz.



