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Rubik kiip yazimizda bulmacanin temellerini
ogrendik. Rubik grup ingasini yaptik ve temel ham-
lelerle ilgili 6zellikleri inceledik. Bu yazimizdaysa
biraz daha teknik olarak Rubik kiip grubunun
yapisinl incelemek istiyoruz.

Yazimizda kullanacagimiz tiim
grup teoretik altyapiy1 Ali Nesin’in
grup teori kapak konularinda [4]
bulabilirsiniz. MD arsiv ekibinin
biiytik katkisiyla web sayfamizda
sundugumuz bu altyap: yazilarina
yandaki karekodu kullanarak hizlica
erigebilirsiniz.

Bu yazimizin iki amaci var. Tkin,
parcalar1 gikarilip rasgele yeniden takilan bir Ru-
bik kiipilin ¢oziilebilir olup olmadigini belirleyen
bir teorem ispatlayacagiz. Ikinci olarak, Rubik kiip
grubunun ve parca sokiip takmaya izin veren hi-
leli kiip grubunun cebirsel tarifini yapacagiz. Ilk
boliimiin aksine gruplarin tarifi biraz teknik ola-
cak. Yine de grup teorinin ve grup kurulumlarinin
¢ok giizel bir 6rnegi oldugundan bu hesaplar ilgi
gekicidir. Yaz1 boyunca yararlandigimiz kaynak-
lar yazinin sonunda, yeni bir sonu¢ kanitlamadik.
Daha derinlemesine bir inceleme i¢in okuyucular
bu kaynaklara bakmaya davet ediyoruz.

Rubik kiipii bozmanin bir diger yolu da iize-
rindeki etiketleri sokiip rasgele takmaktir. Bu tiir
bir etiketlemeyle ¢oziilebilir bir kiip elde etme o-
lasiligimiz ¢ok diigiiktiir. Yazinin sonunda kisaca
bahsedecegiz.

Gorsell: Rubik ve kiipii (1974) [8]

Rubik kiipii ¢ozmeye caliganlar bilir, ba-
zen, Ozellikle koge kiibikler gevseyebiliyor. Hatta
yerinden cikabiliyor. Tabii hile amaciyla da
parca sokiip takmak miimkiin. Rubik kiipiin
¢oziilebilir olup olmadigini anlamanin bir yolu
kiipii ¢ozmeye caligmaktir. Birka¢ denemeden
sonra ¢Oziimsiizligi gozleyebiliriz. Ama matema-
tiksel olarak ilging olan soru sudur: Hig ¢ozme
tesebbiisiinde bulunmadan kiipiin hileli olup ol-
madigini anlayabilir miyiz?

Ornegin ¢Ozlilmiig kiipiin bir kenar kiibigini
gikarip, ters olarak takarsak kiipii ¢6zmek miimkiin
olmayacaktir. Ya da sadece koge kiibiklerden
birini ¢ikarip bir tur cevirip takarsak da kiip
¢ozilmez. Bunlar kolay durumlar, ama ¢ok sayida
parcayi, hatta merkez kiibikler hari¢ ttim kiibikleri
gikarip rasgele takabiliriz. Bu durumda ¢oziilebilir-
lik gercek bir soru olur.

Bu yaziy1 (ve éncesindeki Rubik kiip yazisini)
okurken elinizde bir Rubik kiip olmasi bazi
tanmimlar: anlamaniz ve bazi iddialarin cebirsel is-
patini fiziksel olarak gormenizi saglayacaktir. Mut-
laka bir tane edinmenizi oneririz.

Onceki gosterimleri kullanmaya devam edecegiz.
R ile Rubik kiip grubunu gésteriyoruz. Uretecleri
daha o6nce tarif edilen basit dondiirmeler olan bu
grubu,

R=(0,A,D,B,K,G)

olarak gosterelim. Amacimiz bu grubun cebirsel
yapisiyla ilgili sonuglara ulagmak. Her ne kadar so-
mut fiziksel simetrilerden ortaya ¢ikmig olsa da bu
grubu permiitasyonlar ve grup iglemleri kullanarak
belirlemek istiyoruz.

Dilimler grubu

Tim sonuglara hazirhik olmasi i¢in 6ncelikle
R’nin bir altgrubu olan dilimler grubu D’yi ince-
leyecegiz. Yukaridaki basit dondiirmeler listesinde
olmayan ama gruba dahil olan ii¢ basit dondiirme
daha bulunuyor: Ortanca dilimleri dondiirmek.

M, ile on yiiziin arkasindaki ortanca dilimin
(bkz. Sekil 2) saat yoniinde 90° déndiiriilmesini
gosterelim. Benzer sekilde My ve M, dondtirmeleri
de vardir. Bu gosterimlerle dilimler grubu,

D=(My,My,My)<R
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olarak tanimlanir.
Rubik kiip grubu i¢in yapacagimiz incelemeyi
dilimler grubunda &rneklendirecegiz.

Not 1. Bu nokta grup teorinin yontemlerinden
de bahsetmek ic¢in oldukca uygun. D grubunu
iireteglerle tamimladik, ama bu tanim bize eleman-
lar hakkinda, grubun mertebesi ya da altgruplar
hakkinda sinirhi bilgi vermektedir. Bu tiir bilgileri
elde etmenin sik kullanilan iki yolu var. Ik yol, ta-
bii ki elemanlar1 carpmak, terslerini hesaplamak . . .
yani bilek giicii kullanarak cahsmak. Ikinci yolsa
grubun yapisini bagka nesnelere (6rnegin kiimelere)
olan etkisi araciligiyla anlamaya caligmak. Agagida
ikinci yontemi kullanacagiz.
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Sekil 1: On yiiziin ardindaki orta dilim.

Dilimler grubunun dogal olarak etki edecegi
kiime, tabii ki kiibikler kiimesidir. Her bir eleman
kiibikler kiimesinin bir permiitasyonunu verir. Bu
etkiyle ilgili neler s6ylenebilir?

1. Sadece ortanca dilimleri dondiirdiigiimiiz igin
koge kiibikler sabit kalacaktir. Bu sebepten
incelememize koge kiibikleri dahil etmiyoruz.

2. Geriye iki tir kiibik kalacak, kenar kiibik-
ler ve merkezi kiibikler. D’nin kenar kiibik-
lerle merkezi kiibiklerin yerlerini degistirmesi
mimkiin degildir. O yiizden etkiyi bu iki tiir
kiibikler tizerinde ayr1 ayr1 diigiinebiliriz.

3. Merkezi kiibikler kiimesini C' ile gosterelim.
C iizerindeki etki gecigken olacak. Yani sa-
dece ortanca dilimleri dondiirerek herhangi
bir merkezi kiibigi 6n yiize tasgiyabiliriz.
Bunu gostermesi zor degil. Eger Rubik
kiipiiniizii hazirladiysaniz, deneyebilirsiniz
del!

4. Diger taraftan kenar kiibikler tizerindeki etki
gecigken degildir. Bunu da kiip tzerinde
gérmeniz ¢ok kolay! Gercekten de 6rnegin
M, sadece 6n yiiziin arkasindaki ortanca di-
limi ¢evirdigi i¢gin, sadece bu dilim tizerin-
deki kenar kiibikler (ve merkezi kiibikler) yer

degistirirken diger dilimlerde bulunan kenar-
lar sabit kalir. Dolayisiyla kenar kiibikleri
sadece dilim i¢inde karigtirabiliriz.

Son maddede gecisken bir etki ortaya ¢ikmadigl i¢in
bu etkinin yoriingelerini belirleyebiliriz. (Aslinda
yukaridaki gézlemimiz bize yoriingeleri de veriyor.)
Oncelikle S ile tiim kenar kiibiklerinin kiimesini
gosterelim. Bu kiimeyi dogal olarak tice ayirabiliriz:

S=8,u8uS,

Bu gosterimde D’nin tiretecleri i¢in kullandigimiz
yontemi kullandik, dolayisiyla, S, onyliziin ar-
kasindaki ortanca dilimin tizerindeki kenar kiibik-
lerin kiimesini gostermektedir. Dikkat edilirse, bu
esitlik S kiimesini aralarinda kesismeyen ii¢ alt
kiimenin birlegimi olarak vermektedir (yani S’nin
bir pargalamigidir). Ayrica yukaridaki gozlemlerden
de kolayca goriilecegi gibi D etkisi bu parcalanisa
sayg1 duymaktadir, bir diger deyisle, her bir blogu
kendi iginde karigtirmaktadir. Son olarak her bir
blok iizerinde ayr1 ayr1 ve gecisken olarak etki ettigi
de agikardir.

Buradan ¢ikaracagimiz sonug, D’nin etki-
sini dort parga olarak inceleyebilecegimizdir.
Baslangictaki amacimizi unutmayalim: Etkisine
bakarak D hakkinda sonuglar elde etmek istiyoruz.

Not 2. Gruplarin kiimeler iizerinde etkileriyle
gruplardan simetrik gruplara giden dontisiimler
arasinda bir egleme vardir. Bu eglemeyi altyap:
yazilarinda bulabilirsiniz. Kisaca, eger G grubu X
iizerinde etki ediyorsa, bu etki G - Sym(X) gru-
buna bir doniigim tanimlar. Agik olarak, g € G
elemanin etkisi, X'in elemanlarini karigtirdig1 igin,
X fzerinde bir permiitasyondur ve yukaridaki
doniigiim de ¢’yi bu permiitasyona gotiiriir. Aslinda
G’'nin  “soyut” elemanlarini daha somut olan
permiitasyonlarla (her zaman birebir olmasa da)
esler.

Simdi yukaridaki etki bize dort adet grup
dontigimi verecek:

ro:D = Sym(S,), 74:D — Sym(Sy),

ry:D - Sym(S,), s:D > Sym(C)

Dikkat edilirse S’nin parcgalanigindaki kiimelerin
eleman sayis1 dorttiir. Dolayisiyla Sym(.S») grup-
larimin gt de Sy ile egyapih gruplardir. (Bu-
rada soru igareti yerine o,d,g harflerinden her-
hangi biri gelebilir.) Ancak ortanca dilimlerin
doniigleri diigtiniiliirse r» 'nin goriintiisiiniin sadece
bir 4’lii dongii tarafindan iiretilecegi agiktir. Do-
layisiyla,
r7(D) = Cy

olur. Burada Cj ile mertebesi 4 olan dongiisel
grubu gosteriyoruz.
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Diger taraftan merkezi kiibik sayisi alta
oldugundan Sym(C) ile Sg es yapih olur. s’nin
goriintiisiinii belirlemek i¢in C’nin {izerindeki et-
kiyi kiip {izerinde diigiinelim. O zaman, 6rnegin,
M, etkisini kiipii saat yoniinde 90° dondiirerek
de bulabiliriz. Sadece C' iizerindeki etkiyle ilgi-
lendigimiz i¢in diger kiibiklere ne oldugu bu nok-
tada onemsizdir. Benzer sekilde merkezi kiibikler
izerindeki tiim etkiler kiipiin dondiirmeleriyle ve
kiipiin tiim dondiirmelerini de merkezi kiibikler iize-
rindeki etkilerle tarif edebiliriz. Bir diger deyisle,
D’nin goriintiisiiyle kiipiin déndiirmelerinin grubu
egyapilidir. Bu sayidaki simetri gruplar1 yazimizda
da gordiiglimiiz gibi bu grup Sy ile egyapilidir. Do-
layisiyla,

S(D) =S,

oldugunu bulduk.
Sirada bu doniigiimleri birlegtirmek var:

Q):D—>C4XC4XC4XS4::C§XS4
doniigiimiinit ®(a) = (ro(a),ra(a),r(a),s(a))

olarak tamimlayalim. Béylece D’nin yapis1 hakkin-
daki iddiamiz1 ortaya atabilecek konuma ulagtik.

Teorem 1. Yukaridaki gdsterimlerle;

1. @ birebirdir, yani dilimler grubu C x
Sy tin bir altgrubuyla es yapilidar,

2. ®’nin gorintisi

U:03x8; — {1,-1},
4

(01,02703764) = HSgn(Ci)
i=1

dontistiminin cekirdegine egittir.

J

Not 3. Bu sonucu ileri diizey grup teori gosterimi
kullanarak,

1— D25 03x5, 250y — 1

dizisinin tam oldugu seklinde de ifade edebiliriz.

Kanat. 1. Oncelikle ®’nin cekirdeginin birim ele-
mandan olustugunu gostermeliyiz. Dontigiim dort
ayr1 koordinattan olugtugundan gekirdegi, bu koor-
dinatlarin ¢ekirdeklerinin kesigimine egit olacaktir,
yani,

ker(®) = ker(r,) nker(rq) nker(ry) nker(s)

olur. Simdi r,’nun etkisi sadece dondirdugi di-
limdeki kenar kubikleri etkilediginden diger ke-
nar kiibikleri sabitlemektedir. Benzer sonug rq4

ve 14 icin de gegerlidir. Dolayisiyla ilk {i¢ koor-
dinatin gekirdeklerinin kesigimini tiim kenar kiibik-
leri sabit birakan elemanlar olugtururken s’nin
cekirdegini tiim merkezi kiibikleri sabitleyen ele-
manlar olugturur. O zaman dortlii kesigimin her
bir eleman: hem kenar kiibikleri hem de merkezi
kiibikleri sabit birakmali. Ama bdylesi her elemanin
birim eleman olacagi agikardir. Bir diger deyisle
® birebirdir. Birinci izomorfizma teoremi ®’nin
goriintiisiiniin C3 x S,’iin bir altgrubuyla es yapili
oldugunu verir.

2. Kanita gegmeden 6nce buradaki soyut iddiay1
ashinda, D'nin goriintiisiiniin C§ x S,’iin eleman-
larinin tam olarak yarisini olugturdugu ve dahasi
bu gorintiiyit bir tiir isaretlemeyle belirleyebi-
lecegimiz geklinde yorumlayabilecegimizi belirte-
lim.

iddiayl kanitlayabilmek ic¢in oncelikle D’nin
iireteglerinin etkilerini diiglinelim. Ornegim M, nun
etkisi Sq ve S, kiimelerini sabit tutup sadece
S, kiimesinin elemanlarini dondiiriir. Dolayisiyla
M,nun C3 icindeki goriintiisii bir 4’lii dongii ola-
caktir. Aym sekilde, M, dondiirdiigii dilimdeki 4
merkezi kiibigi de déndiirdiigiinden, Sy igindeki
goriintiisii de bir 4’11 dongii olmalidir. Diger bir
deyisle, M, nun goriintiisii iki adet 4’1 dongiiniin
carpimidir ve bu tiir permiitasyonlar cifttir.

Benzer fikir My ve M, nin goriintiileri icin
de uygulanabilir. Oyleyse D'nin elemanlarimm
¢ift permiitasyonlar olacaginm soyleyebiliriz, yani,
®(D) < ker(¥) olur.

Geriye egitligi kanitlamak kaldi. Bunun igin
D’nin mertebesinin ker(¥)’nin mertebesine esit
oldugunu gostermek yeterlidir. ITkinci mertebeyi
bulmak kolaydir:

|C3 xSyl 43-24

ker(¥)| = = =768
er ()] = 220 - 2

D’nin mertebesini belirlemek igin,

f:D—>C3xSy— 8,

bilegkesini diigiinelim. Buradaki ikinci dontigiim
son koordinata izdiigiim fonksiyonudur. Yukaridaki
s doniigimi 6rten oldugundan f de ortendir. O
zaman birinci izomorfizma teoreminden

D/ker(f) = Sy
olur ve buradan da
D] = 24- [ker(f)

elde ederiz. Boylece problemi f’nin ¢ekirdeginin
mertebesini belirlemeye indirgemis olduk. Kanitin
ilk bolimiinden, D’nin her elemamin (z,y,z,t)
dortliileriyle gosterebilecegimizi biliyoruz. Ama f
son koordinata izdiigiimdii, o zaman ¢ekirdekteki
dortliller igin t birim eleman olmali. Ayrica bu
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elemanlarin ¢ift permiitasyon olmasi gerektigini de
bulmustuk. Oyleyse

sgn(z)sgn(y)sgn(z) =1

esitligi saglanmalidir. Bizim bu esitligin ¢6ziim
sayisini bulmamiz gerekli. Saymay1 kolaylagtirmak
icin C4 grubunu Z/47 = {0,1,2,3} grubu olarak
diigiinelim. Bu durumda « € D i¢in a’nin koordinat-
larim belirleyebiliriz. Gercekten de a’y1 tiretecler
M,, M, ve My 'nin ¢arpim olarak yazarsak r,(«)
bu carpimdaki M, sayisini verir. Benzer durum
rqa(a) ve rg(a) icin de gegerlidir.

Ayrica M,, My ve Mg birer 4’1l diingii (yani
tek) oldugundan (z,y, z,1)’in ker(f)’de olmasinin
T + ¥y + z’nin ¢ift olmas1 demek oldugunu goriiriiz.
(5rne§in7

o f(MygM;'M,M,)=(0,1,1,1)
o f(MyM;'M,M,)=(1,1,0,1)

o f(M,M,M;"M; M,M;" MyM,)
= (2,0,0,1)

elemanlar1 bu kosulu saglamaktadir ve gekirdekte
yer alirlar (neden?). Dahasi ilk ti¢ koordinatlarinin
toplamu ¢ift olan tiim dortlileri bu ii¢ elemanin
lineer toplami olarak yazabiliriz. (Vektor uzaymda
baz gibi diiglinerek kamitlanabilir.) Dolayisiyla,

ker(f) = {(.’177y,25,1) € CZ X 54|$+y+z EOmon}

oldugunu gormiis olduk. Simdi tek yapmamiz gere-
ken bu kiimenin eleman sayisini belirlemek, ama bu
saymin 43 /2 = 32 olacag aciktir. Bu son esitlikle bir-
likte, bekledigimiz gibi, |D| = 32-24 = 768 oldugunu
bulmug olduk. O

Not 4. Yukaridaki teorem dilimler grubunu C3 x
Syun altgrubu olarak iki farklh yolla tarif etti.
Bu noktada Goursat Teoremi yazisina dikkatinizi
¢ekmek istiyorum. Direkt carpimin altgruplarini
belirlerken sadece altgruplarin direkt carpimlarim
diigiinmek yeterli olmaz. Dolayisiyla elde ettigimiz
tarif, grubun yapisini tam olarak belirlemeye yet-
mez.

Yaptigimiz bu analiz Rubik kiipteki ortanca
dilimlerin doéndiirmelerinden olusan dilim gru-
bunu cebirsel olarak ifade etti. Benzer fikirler
kullanilarak D hakkinda daha detayli bilgi de
toplamak miimkiin. Ornegin doéndiirmelerin ka-
relerinin iirettigi altgrubun yapisi diigiiniilebilir.
Kiip uygulamas:1 olaraksa sadece kenar kiibikle-
rin yerinde olmadigi bir kiip i¢in ¢6ziim yontemi
geligtirebilirsiniz.

Aslinda bu analiz, grup teorinin c¢aligma
yontemlerine de giizel bir 6rnek olusturmaktadir.

Somut bir problemden yola ¢ikip soyut bir grup
olugturduk. Dahas1 somut-soyut arasindaki bu
iligkiyi kullanarak hem soyut yapiy1 detaylandirdik
hem de somut problemin ¢6ziimii i¢in yeni bakig
acilar1 gelistirdik. Bu prensibin daha acik bir
ornegini siradaki boliimde gorecegiz.

Hileli kiip grubu

Simdi esas amacimiza geri doénelim. Dilim
grubu gibi sadece bazi kiibikleri etkileyen gru-
bun yapisindaki karmagiklik R'nin yapisinin da
karmagik olacaginin ipuglarini veriyor. Yine de
sansimiz1 deneyecegiz. Bir diger amacimizin da hi-
leli kiipleri belirleyebilecek bir yontem elde etmek
oldugunu hatirlatalim. Kanitlayacagimiz teoremle
bozuk bir Rubik kiipii biz mi diizeltemiyoruz yoksa
kiip mii hileli anlayabilecegiz.

Tlkin, dilim grubunda yaptigimz gibi, kiibiklere
(ve kiibikliklere) olan etkileri inceleyecegiz. Ancak
bu kez yonler konusuna da dikkat etmemiz gerekli:
Kiipii déndiirdiigiimiiz zaman sadece kiibiklerin ye-
rini degil goreceli yonlerini de degistirmis oluyoruz.
Kendi kiiptiniizde deneyerek ne demek istedigimizi
¢ozmeye caligin!

Aligtirma 1. Déndurmelerin, kibik yizey-
lerin yonlerine olan etkilerini Rubik kipt-
niz tzerinde gozlemleyin. Ayrica yonlerin
dilim grubunun tanwma icin gerekli olmadi-
gima da onaylayin.

Kiibikler tizerindeki etkiyi incelerken yonle-
rin permiitasyonlariyla yerlerin permiitasyonlarini
birbirinden ayr1 diigiinmeye galisacagiz. Sonucta
elde edecegimiz tarif bu diigiincemizin ¢ok isabetli
oldugunu bize gosterecek.

Rubik kiipiin fiziksel yapisi1 bazi kisitlamalar
getirmektedir. Kiipii sadece dondiirerek tiim olasi
permiitasyonlara ve yonlere ulagmak miimkiin degil.
Ama eger hileye izin verirsek, yani kiibikleri yerin-
den ¢ikarip istedigimiz gibi tekrar takmak miimkiin
olursa, o zaman tabii ki tim olas:1 dizilimleri bu-
labiliriz. (Bunu, bozuk bir kiipii yapmak i¢in kul-
lanabilecegimiz gibi ¢oziimsiiz bir kiip elde edip
arkadaglarimizi kandirmak i¢in de kullanabiliriz.)
Hileli hareketlere izin verdigimizde ortaya cikacak
grup da dogal olarak daha biiyiik olacaktir. Bu
sekildeki dondiirme-cikarip takma islemlerinden
olusan gruba hileli kiip grubu diyecegiz ve L ile
gosterecegiz. Daha acik olarak, L'nin tiretegleri
agagidaki iki tiirden biri olacak:

1. R’nin iiretegleri.

2. Kenar ya da kose kiibiklerinden istedigimiz
kadarim gikarip rasgele yerine takma.
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Grup iglemi yine bu iiretegleri ardi ardina uygu-
lamak olarak tanimlaniyor. Dikkat edilirse kiipiin
mekanik yapisinda ya da kiibiklerin yiizeylerindeki
etiketlerde degigiklige izin vermiyoruz. Daha az
kosulla bagladigimiz i¢in £’nin yapisim belirlemek
daha kolay olacak. Biz de ilk olarak bu grubuyla
caligacagiz.

Yon degisimlerini takip edebilmek ve yer
degisimleriyle ilgisini kurabilmek ic¢in agagidaki
isaretlemeyi kullanacagiz. Isaretlemeyi sadece
kiibikler tizerinde degil, kiibiklikler tizerinde de
yapacaglz, yani isaretler fiziksel olarak kiip tize-
rinde bulundugu gibi kiipiin iggal ettigi boglukta
da duracak.

Ik olarak kenar kiibiklerinin agagida belirtilen
yuzlerine + igareti koyalim.

1. Kuzey yiizde bulunan ko ve kd kenar kiibik-
lerinin kuzey ytizleri.

2. On yiizde bulunan od yiiziiniin 6n yizi.

3. Yukaridaki ii¢ yiiziin dilim grubu altindaki
yoringelerinde bulunan her bir yiiz.

Uciincit maddeyle birlikte isaretlerin yerini be-
lirleme biraz zorlagiyor. Ama kendi kiipiiniize
kiiciik kagit parcalar1 yapigtirarak kiibikliklerin
hangi yiizlerinde + elde edecegimizi gormeye
caligabilirsiniz. Uzerinde + olan yiizlerin sirali tam
listesini acikliyoruz: Ilk harf + olan yiizii gostermek
iizere,

1:ko,2:kd,3:ak,4:bk,5:b0,6:0d,

7:da,8:ab,9:09,10:dg,11:ga,12: gb

Kenar kiibiklerin hem y6nlerini hem de siralamasini
veren bu listeyi (yani siral kiimeyi) S ile gostere-
lim.

Koselerin isaretleri biraz daha kolay. Ust di-
limde bulunan koége kiibiklerin kuzey yiizlerini, alt
dilimde bulunan kose kiibiklerin giiney yiizlerini +
ile isaretleyelim. Siralama gyle olacak:

1:g0d,2: gad,3: kod,4 : kad,

5:kob,6: kab,7: gab,8 : gob

Olusan kiimeyi V ile gosterecegiz. Sekil 2’de tiim
+ igaretlerinin yerlerini, Sekil 4’teyse kiibiklerin
siralamasini gorebilirsiniz. Merkezi kiibiklerdeki
harfler yiizlerin isimlerini belirtiyor.

Simdi hileli kiip grubunun V ve S kiimeleri iize-
rindeki etkisinin tanimladig grup doniigiimiinlerini,
sirasiyla,

v:L - Sym(V)

ve

u: L - Sym(S)

ile gosterelim. Bu iki doniigiim kiibiklerin yerlerini
belirlerken yonlerinde olan degisimleri gormezden
gelmektedir. Etkinin yonleri nasil degistirdigini an-
lamak icin birer tane daha fonksiyona ihtiyacimiz
var.

Once kose kiibikleri diisiinelim. Hileli kiip
grubu L£’nin her elemani kose kiibiklerin yerini
degistirirken tizerlerine koydugumuz + igaretlerinin
bulundugu yiizler de yer degistirir. Ornegin 6n di-
limi saat yoniinde bir kere dondiirtirsek 1, 3, 5 ve 8
numarali kiibikler donecek, digerleri sabit kalacak.
Bu sirada 6n dilimdeki kogelerde kuzey ve giiney
yiizlerinde bulunan + igaretleri sirasiyla dogu ve
bat1 ytizlerine gidecek. Siralamay1 v doniigiimii ta-
kip ettiginden biz sadece + isaretlerini takip edi-
yoruz. O zaman, tek gordiigiimiiz, bazi artilarin
yerinin degistigi olur.

+ a
+
+ +
k +
+ + +
+ +
d
b + o +
+
+
+ +
+ g
+ + +

Sekil 2: Kiibikliklerin yonleri.

Bu degisimi anlamak i¢in kose kiibiklerin 3
yiizii oldugunu ve + igaretinin herhangi bir yiize
taginabilecegini fark edelim. Bu yiizleri, + olam
0, saat yiintinde 120° donmeyle elde edecegimiz
yiizli 1 ve digerini de 2 olacak gekilde adlandiralim.
O zaman herhangi bir dondiirmeden sonra +
isaretlerinin yerini C§ grubunun bir elemaniyla
gosterebiliriz. Buradaki siralama Sekil 4’teki koge
siralamasiyla veriliyor.

Orneé;in on dilimi dondiirmenin etkisi,

(270’ 1707 1707 0’ 2)
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olur. Bu gosterimde, birinci koordinat1 séyle oku-
yoruz: O donusiinden sonra 1 numarali koge
kiibigindeki + isaretini dogru yerine getirmek icin,
kiibigi saat yoniinde 2 kere (yani 240°) déndiirme-
liyiz. Diger koordinatlar da benzer sekilde okunur.
Bu gosterimle,

a:L—CS

fonksiyonunu elde ettik. Dikkat edilirse, bek-
ledigimiz gibi, bu fonksiyon kiibiklerin permiitas-
yonlarimi gérmezden gelmektedir. Ancak v ile a’y1
bir arada diisiiniirsek tam etkiyi gbérmiig oluruz:

axv:L - C§xSym(V)

fonksiyonu g € Lyi (a(g),v(g)) elemanina gotiirtr.
Ikinci koordinat kose kiibiklerin yerini verirken,
ilk koordinatsa yonlerini belirler. Dikkat ederseniz,
axv’ye sadece fonksiyon dedik, ¢iinkii her ne kadar
tanim ve goriintli kiimeleri grup olsa da a x v grup
islemini korumamaktadir. Bunu diizeltecegiz, ama
once kenar kiibiklere etkiyi diigiinelim.

e i

4
L 2
5 3 1 /;8
V/
2 S 6
10/
71 8 1 9 /12
11

Sekil 3: Kiibiklerin siralamasi. Kiip diginda bulunan
sayilar yakinindaki kiibigin karsisinda bulunan kiibigin
sira numarasini gosteriyor.

Yukarida tanimladigimiz v doniigimi kiibikle-
rin yer degigimlerini takip ediyor. Yonler igin de
a’y1 tanimlarken kullandigimiza benzer bir yontem
kullanacagiz. Kenar kiibiklerin iki yiizii oldugu
i¢in + igaretinin oldugu yiizii 0, digerini 1 olarak
adlandirirsak, yukaridaki siralamayi1 da kullana-
rak, kenar kiibiklerin yiizlerindeki igaretleri O ve
1’lerden olusan bir onikiliyle gosterebiliriz. Bu da
bize,

b: L - Cy?
fonksiyonunu verir. Boylece
bxu:L - C3?xSym(S)

fonksiyonunu da elde etmig olduk. Koge kiibik-
lerinde oldugu gibi, bu fonksiyon da bir grup
doniigiimii degildir.

Simdi tim bu fonksiyonlar: birlistirip,

A=axvxbxu: L - C§xSym(V)xC3?xSym(S)

tanimini yapalim. Baz parcalari grup donitisiimii ol-
madigi i¢in A da grup doniigiimii olmaz. Bu hatay1
diizeltelim.

Rubik kiip dondiirmelerini tarif ettigi igin A’y1
yva da L’yi degistirmek istemiyoruz. O zaman tek
yol, goriintii kiimesindeki grup iglemini degigtirmek,
yani direkt carpim yerine bagka bir islem bulmak.

1 1 2
0 a 1
2 0 1
0 1 0
1 k 0 9
0 0 0 1
1 0 2 1 1 2 1 0
d
1
1 b 0 1 o 0 1
0
2 1 1 2 0 1 2
0 1 0
0 g 1
0 0 0

Sekil 4: Yiizlerin ¢oziilmiig kiipteki numaralari.

Bunun i¢in 6ncelikle arka arkaya uygulanan
iki dondiirmenin etkisini anlamaya c¢aligalim ve
C8 x Sym (V') kiimesine bu etkiye uygun bir iglem
koymay1 deneyelim. Dikkat ederseniz, sorun aslinda
yonlerle ilgili. Clinki kiibiklerin yer degigtirmeleri
zaten bir grup doniisiimiiyle veriliyor. Oyleyse
sadece yon degigimlerinin ¢arpim altindaki dav-
ramgim anlamaliyiz. Iddiamiz su:

Onsav 1. g,h e L igin,

a(gh) = a(g) +v(g) " a(h)

esitligi saglanar.
Burada v(g)™' permiitasyonu a(h) nin ko-
ordinatlarimi karistirmaktadur.

Iddiamiz1 séze dokelim: Once h sonra ¢’yi uygu-
ladiktan sonra elde edecegimiz yon, g ve h’yi ayri
ayr1 uygulayarak elde edilecek yonlerin, h’den ge-
len yoniin v(g)’nin tersiyle karigtirilmasindan son-
raki toplamiyla elde edilir. Bu iddiay1 kanitlamay1
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odev olarak birakacagiz. Aslinda en iyisi 6nce kiip
iizerinde igaretlemeler yapip bir-iki testle bunu
gormeye caligmak. Cebirsel kanit gozlemlerinizi
glizelce yazmaktan fazlasi olmayacak.

Simdi bu islemi soyut olarak ifade edelim.
(z,0), (y, B) € C§ x Sym(V) verildiginde,

(z,0) (y,8) = (z +a 'y, apB)

islemi C§ x Sym(V') kiimesi iizerinde bir grup
iglemi tanimlar. Bu gruba yari-direkt ¢arpim grubu
denir ve C% x Sym(V) ile gosterilir. Yari-direkt
carpimlarla ilgili temel bilgilere yazinin girisinde
verdigimiz linkten ulagabilirsiniz.

Bu tanimla birlikte

axv:L - C§xSym(V)

bir grup doniigiimii olur. Benzer sekilde agagidaki
onsav da kanitlanabilir.

Onsav 2. g, he L icin,
b(gh) = b(g) +u(g)~'b(h)

esitligi saglanar.
Burada u(g)™ permiitasyonu b(h) 'nin ko-
ordinatlaring karistirmaktadir.

Ortenlik de benzer bir sekilde dogrulanabilir.
Soyle ki goriinti kiimesindeki tiim elemanlar kiibik-
lerin bir siralamasim temsil etmektedir. Hileli kiip
grubundan elemanlar aldigimiz igin tiim bu du-
rumlara ulasmamiz miimkiin. Dolayisiyla A érten
olmali. O

Parcalar dogru takilmis mi?

En can alict noktaya geldik. Karigik olarak
buldugumuz / parcalarin rasgele taktigimiz bir
Rubik kiipiin ¢oziilebilir olup olmadigini anlaya-
bilir miyiz? Bu sorunun cevabini verdigimizde so-
yut grup teori kullanarak elde ettigimiz kisa bir
zincirimiz olacak: somut — soyut — somut, yani,
Rubik kiipten yola ¢ikip (somut) £ grubunu bul-
duk (soyut), simdi de bu soyut bilgiyi kullanarak
kiiptin hileli olup olmadigini anlayacagiz (somut).
Bu sonug Ann Scott’a ait.

Oncelikle soruyu cebirsel olarak ifade edelim.
Eger bir kiip ¢oztlebiliyorsa, bu durumda ¢oziilmiis
bir kiipten hilesiz olarak elde ediliyor olmali, do-
layisiyla, kiibiklerin dizilimi Rubik kiip grubu R’de
temsil edilmeli. O zaman soru g6yle sorulabilir: Bir
dizilim verildiginde, yani hileli kiip grubu £’den
bir eleman alindiginda, bu eleman hangi kogullarda
R’nin i¢ine diiger? Yanit agagidaki teoremde.

Fikrin devamui,
bxu:L - Cy?xSym(S)
grup dontisimiini ortaya gikaracak. Sonug olarak,
AL~ (C5 % Sym(V)) x (C1 % Sym(S))

da bir grup doniistimii olacaktir. Jimdi esas teorem-
lerimizden birini kanitlamaya haziriz. Bu teorem
hileli kiip grubunu olabildigince sade (!) bir sekilde
ifade ediyor.

Teorem 2. Yukarida tanymladigimiz A
dontsiumi bir es yapr donistumidur, bir
diger deyisle,

L= (CF » Sym(V)) x (C32 % Sym(S))

saglanar.

Kanit. Tek yapmamiz gereken A’min birebir ve
orten oldugunu gostermek. Birebir oldugunu
gormek kolay, c¢linkii doniigiim kiibiklerin yer ve
yon degisimlerinin hesabini tutuyor. Eger g € £
cekirdekteyse o zaman, g uygulamak herhangi bir
kiibigin yerini veya yoniinii degigtirmemeli. Bu an-
cak kiipii oldugu yerde birakarak miimkiin olabilir,
yani g = 1 olmali.

Teorem 3. Asaqidaki ifadeler birbirine
denktir.

1. (z,a,y,B) € L elemans R ’dedir.
2. (a)-(b)-(c) kosullarr saglanar:

(a) sgn(c) = sgn(B),
(b) T1+...+x8 =0 mod 3,
(c) y1+...+yi12=0 mod 2.

\.

Kamit. Once c¢oziilebilir bir Rubik kiipiin ve-
rilen kosullar1 saglamasi gerektigini gosterelim.
Coziilebilir olan Rubik kiipe ¢oziilmiis kiipten
baglayarak ulagabilecegimiz igin ve ¢oziilmiig kiipiin
kogullar1 sagladigi acik oldugundan, kosullarin
R’nin tretegleri tarafindan korundugunu kontrol
etmemiz yeterlidir.

Yukarida belirttigimiz gibi kiip dilimleri-
nin dondiiriilmeleri kenar ve koge kiibikler
iizerinde dortlii dongiiler olarak etki ederler.
Ayrica her bir iireteg, hem kenarlar hem de
kogeler tizerinde birer dortlii dongii vermektedir.
Ornegin 6n yiizii dondiirmek kenarlar {izerinde
(169 5) dongilisiinii, kogeler lizerindeyse (1 8 5 3)
dongiisiinii verir. Bu dongiiler tek oldugundan
iireteclerin her bir uygulamas: « ve f8'nin igaretini
aym anda degigtirir, yani (a) saglanir.
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(b) kosulu igin 6ncelikle, K ve G ireteglerinin
kogelerin yonlerini degistirmedigini gozlemleye-
lim. Diger dort ureteg ise ayni anda iki kogenin
yoniini birer arttirirken ikisinin yoniint de bi-
rer azaltir. Digerleriyse sabit kalir. Gergekten de,
ornegin O fiiretecinin etkisi (1,0,2,0,1,0,0,2) se-
kizlisidir. Diger ii¢ etkiyi belirlemeyi okuyucuya
birakiyoruz. Dolayisiyla, x;’lerin toplami1 mod 3’te
degismez, yani (b) saglanir. (¢) kogulu daha kolay,
¢iinkii 6 iiretecten sadece ikisi, R ve L, kenarlarin
yOniinii degistirir ve bunlarin her biri tam olarak
dort kenarin yiniinde degisiklige yol acar. Sonug
olarak toplam, mod 2’de sabit kalir.

Boylece ilk iddiay1 kamtlamg olduk. Ikinci iddia
icin, kogullar1 saglayan bir dortlii verildiginde, bu
dortliiye kargilik gelen kiipiin ¢oziilebilir oldugunu
gostermemiz gereklidir. O zaman (a), (b), (c)
kogullarini saglayan (z,a,y,3) dortlisi verilsin.
Ilk olarak a ve B’nin ¢ift olduklarini varsaya-
biliriz. Eger degillerse, iireteclerden birini uygu-
layip ¢ift yapariz. (Bunun ¢oziilebilirligi etkileme-
yecegi agiktir.) Bu durumda kdoselerin ve kenar-
larin tiglii dogiilerini kullanarak (6rnegin C1 ve E1
uygulayarak) tiim kiibikleri yerlerine tagiyabiliriz.
Dolayisiyla, aslinda a ve f’nin birim permiitas-
yonlar oldugunu varsayabiliriz. Bir diger deyisle,
yonlerden bagimsiz olarak, tiim kiibiklerin kendi
yerlerinde oldugu bir ¢bzlime ulagmig olduk. Sadece
bazi1 ytizlerin yonleri dogru degil.

Simdi (c) kosulu, ¢ift sayida kenar kiibiginin
yoniiniin dogru olmadigini veriyor. E2 elemaniyla,
diger kiibikleri degistirmeden, kenarlarin yiizlerini
ikiger ikiger degistirebiliriz. Elde ettigimiz kiipte,
artik sadece baz1 kenar kiibiklerinin yonleri yanlig
olabilir. Son olarak (b) kosulu, saat yoéniinde (sy)
ve saatin tersi yonde (sty) bozuk olan yonlerin
sayisinin mod 3’te esit oldugunu belirtiyor (yani,
1’lerin toplamiyla 2’lerin toplami mod 3’te bir-
birine esit). Eger birbirine komsgu sy-sty bozuk-
luklar1 varsa bunlar1 C2 dondiirmesiyle diizeltiriz.
Sonug olarak sadece saat yoniinde 3 ya da saatin
ters yoniinde 3 bozuk kose kalir. Bunlar: da C2’yi
iki kere uygulayip diizeltmek miimkiin. Boylece
kiipii tamamen ¢6zmiig olduk. O

Yukaridaki kanitta verilen ¢oziim yontemi et-
kin bir yontem degil. Kiibikleri ve yonleri birlikte
diigtinmek daha hizli ¢oziimler verecektir. Bu te-
orem ayni zamanda R’nin L'nin altgrubu olarak
bir tanimini da veriyor.

Teorem 4.

R ={(z,a,y,8) € L] (a)-(b)-(c) saglanwr.}

R’de 6zel elemanlar

=y

» v ‘4

C1

E1 E2

Rubik kiipii ¢ozmek icin ¢ok sayida teknik bu-
lunmaktadir. Coziim yontemlerini tartigmak bu
yvazinin amaclarindan biri olmasa da yukarida
gosterilen dort temel dondiirmeye ihtiyacimiz var.
Gorselden anlagilacagi tizere, her bir diindiirme
gri kiibikleri oklarin gosterdigi yonde degistirirken
diger tiim kiibikleri sabit tutar. ilgili okuyucu icin
bu déndiirmeleri R’nin iirete¢lerinin ¢arpimi ola-
rark verelim:

Cl: A 'BG*B'KBG*B'K™'L

C2: BG?B207'G*OKO'G*0OBG*B' K™
El: D*G™'MpK2*My'K2GD?

E2: [M5'GMoG My G2 Mo, K|

Bu teoremin bir uygulamas olarak arka kapagin
i¢inde verilen kiipiin (Kiip B) hileli olup olmadigini
anlamaya caligalim. Burada 6nemli olan nokta,
yonleri ve permiitasyonlar1 nasil belirleyecegimiz
sorusu. Aym zamanda yukarida verdigimiz yon ve
siralamalarin kullanimini da gostermis olacagiz.

Ornek 1. Ilk olarak kenar kiibiklerin permiitas-
yonunu ve yonlerini belirleyelim. Kapakta goriil-
diigii gibi ¢oziilmiis kiipe A, digerine B diyelim.
1 no’lu kiibik (mavi-kirmizi) B kiipiinde 3 no’lu
kenar kiibiginin yerinde, yani u(1) = 3 olmal. A
kiipiindeki 3 no’lu kenar kiibikse (mavi-turuncu)
B kiipiinde 1 no’lu kiibigin yerinde. Bu durumda,

u=(13)...

olur. Tk dongiiyii tamamladik. Devamini bulmak
i¢in 2 no’lu kenarla (mavi-sar1) devam edelim. B
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kiipiinde bu kenar 7’de, A kiipiindeki 7 no’lu ke-
narsa B kiipiinde 10’da bulunuyor. Boyle devam
edersek,

w=(13)(27101112965)(4)(8)

permitasyonunu elde ederiz.

Simdi yonleri belirleyelim. Bu kez her kenarin A
kiiptindeki durumuna gore yiizlerinin durumuna ba-
kacagiz. Bunun i¢in Sekil 2’deki + isaretinin Sekil
3’te hangi yiizde oldugunu bulmaliyiz. Ornegin
1 no’lu kiibik (mavi ytiz 0) B kiipinde 3 no’lu
kiibiklikte bulunuyor ve mavi yiiz 1 ile igaretli yiize
denk geliyor. Bu sebepten ilk koordinatimiz 1 ol-
mali. Benzer gekilde 2 no’lu kiibik (mavi yiiz 0) B
kiipiinde 7 no’lu kiibiklikte ve mavi yiiz 1 ile isaretli
yiize denk geliyor. Diger kenarlarin yiizlerini be-
lirlemeyi okuyucuya birakalim. Sonugta bulmaniz
gereken 12°li agagida:

b=(1,1,1,0,1,1,0,0,1,1,0,1)

Bununla birlikte kenar kiibiklerinin goriintiisii-
nii belirlemis olduk. §imdi kogelere bakalim. Yine
ilk olarak permiitasyonu belirleyelim. 1 no’lu koge
kiibigi (kirmuz - sar - yesil) B kiiptinde 5 no’lu
kiibiklikte, A kiiptindeki 5 no’lu kiibikse B kiiptinde
1 no’lu kiibiklikte bulunuyor, yani,

v=(15)...

olmali. Diger kiibiklerin yerlerini belirlemeyi oku-
yucuya birakiyoruz:

v=(15)(2784)(3)(6)

Son olarak koge kiibiklerin yonlerini belirle-
yelim. Yukaridaki gibi, A kiiplindeki 0 numaral
yuziin B kiipiinde ka¢ numaral yiizde bulundugunu
belirlemeliyiz. Dikkatli bir incelemeyle,

a=(0,0,2,1,1,0,0,2)

bulunur.

Boylece B kiipiiniin hileli kiip grubu i¢indeki
goriintiistini belirlemig olduk. Son olarak teoremi
uygulayip kiipiin hileli olup olmadigini belirleyelim.

1. a’nmin koordinatlar: toplami 6 ve 6 =0 mod 3
oldugundan kogul saglaniyor.

2. b’nin koordinatlar: toplami 8 ve 8 =0 mod 2
oldugundan kogul saglaniyor.

3. Elde ettigimiz her iki permutasyon da cift,
dolayisiyla kosul yine saglaniyor.

O zaman verilen kiip hileli degilmis. Ornegimizi
bir aligtirmayla bitirelim.

R’nin merkezi

Bu késede Rubik kiip grubunun merkezini belirle-
yecegiz. Bir grubun merkezi, diger tiim elemanlarla
degismeli olan elemanlardan olusan altgruptur.
(“)rnegin simetrik grup S, nin merkezi agikardir,
yani sadece birim elemandan olusgur.

R’nin merkezini belirlemek i¢in yukaridaki teoremi
kullanabiliriz. Oncelikle Sg ve Sio igindeki her
eleman R’de goriindiigiinden ve bu elemanlara
karsilik gelen koordinatlardaki ¢arpma simetrik
gruptaki carpmaya 6zdeg oldugundan, merkezi tiim
elemanlar i¢in « ve 8 birim elemana egit olmalidir.
O zaman sadece (z,1,y,1) bicimindeki elemanlar
diigtinebiliriz.

Diger taraftan (a,a,b,8) € R i¢in

(a,a,b,ﬁ)-(x,l,y,l) = (’Jl,l,y,l) '(G,Oé,b7ﬂ)

egitligi 2 ve y’nin sabit oldugunu gosteriyor. (Ne-
den?) Dolayisiyla

e £=(0,0,...,0) yadax=(1,1,..
x=(2,2,...,2)

., 1) yada

e y=(0,0,...,0) yaday=(1,1,...,1)

olmalhdir. Bu dortli aym1 zamanda (b) ve (c¢)
kogullarin1 da saglamak zorunda oldugundan,
z igin tek olasihgmm z = (0,0,...,0) oldugunu
goriiriiz. Oyleyse merkezde sadece iki eleman bu-
lunur: IIki y'nin de sadece 0’lardan olustugu birim
eleman, digeriyse y; = (1,1,...,1) olmak iizere
s =(0,1,y1,1) elemamdir. Bu eleman super-flip
olarak adlandirilir.

Alistirma 2. Super-flip Rubik kipte, tim
kubiklerin yerli yerinde oldugu, tum kose
kiibiklerin dogru yoni gosterdigi ve tim ke-
nar kibiklerinse ters yonde oldugu durum-
dur. Kipunizi, hile yapmadan, bu duruma
getirebilir misiniz?

Alistirma 3. Rubik kiipunizle tam olarak
B Fkiipiini elde edebilir misiniz?

Son olarak R’nin mertebesini belirleyelim. Bu
say1 ayni zamanda parcalar: rasgele takilan bir Ru-
bik kiipiin ¢oziilebilir olma olasiligin1 da verecek:

[R|
I£]

Yukaridaki teoremden, |R| esitligin sagindaki kiime-
nin eleman sayisina esittir. O zaman bu denklem-
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lerin ¢oziim sayisim bulalim. (b)’deki toplam i¢in
sadece 3 olasilik var ve hepsi egit sayida cikar.
Dolayisiyla olasi elemanlarin ligte biri tarafindan
saglanir, yani 3%/3 tane coziim vardir. Benzer
sekilde (c)’deki denklemi saglayan 2'2/2 eleman
bulunur. igaretleri ayni olan permiitasyon ikilileri
de toplam ikililerin yaris1 kadardir. Dolayisiyla,

38.81.212.192!
2.3.2

|R|: :227_314.53.72_11

olur.

Sonug 1. Parcalar rasgele takilan bir Ru-
bik kipiin ¢ozilebilme olasiluge 1/12 dir.

Bu olasiligr “birbirine doniistiiriilemeyecek 12
Rubik kiip var” ya da “birbirine denk olmayan 12
Rubik kiip var” geklinde de yorumlayabiliriz. Denk
kiipleri, Rubik kiip grubu R’nin elemanlariyla bir-
birine dontigebilen kiipler olarak tanimliyoruz. Peki
bu denk olmayan kiipleri nasil bulabiliriz?

Bir tanesi orijinal Rubik kiip. Basta da be-
lirttigimiz gibi, eger bir kose kiibigini c¢ikarip,
bir kez dondiiriip, yerine takarsak kiip ¢oziilmez.
Yukaridaki teoremden de bu sonuca ulasabiliriz,
¢linkii yeni kiip (a) ve (¢) kogullarini saglarken,
(b) kogulunu saglamaz. Asagidaki liste birbirine
doniligemeyecegi bariz hileleri veriyor. Her birini
¢Ozllmiig kiipe uygulayacagiz:

1. Bir kose kiibigini bir kere dondiirmek.
2. Bir koge kiibigini iki kere dondiirmek.
3. Bir kenar kiibigini bir kere déndiirmek.
4. 1ki kenar kiibiginin yerini degistirmek.

Bu dondiirmelerin ¢oziimsiiz kiip iiretecegini te-
oremi kullanarak gosterebilirsiniz. Ayrica liste-
ledigimiz “temel hilelerle” ortaya gikacak kiipleri
birbirine doniigtiiremeyecegimiz de asikardir. Do-
layisiyla birden fazla hileyi birlikte yaptigimizda
da farkh kiipler bulmaliy1z (1 ve 2 aym anda ol-
mamali). Orneé;in bir kose kiibigini dondiiriip iki
kenar kiibigin yerini degistirebiliriz. Ya da bunlara
ek olarak bir kenar kiibigini dondiiriiriiz.

Etiketleri degistirmek

Son boliimde kisaca etiketleri sokiip rasgele
yeniden takmaya izin verirsek ne olacagini diigiine-
lim. Sadece merkezi kiibiklerin etiketleri yerinde
kalsin! Boyle bir hileli kiiptin ¢6ziilebilmesi olasiligi
¢ok diigiiktiir. Baz1 basit durumlar1 gérmek ko-
laydir, 6rnegin herhangi bir kiibige iki ayni renk
etiket yapigtirihirsa diger etiketlerin durumundan
bagimsiz olarak, kiip ¢oziilemez.

Simdi kisaca ¢oziilebilir olma olasiligini hesap-
layalim. |R|’yi bildigimiz i¢in sadece ka¢ farkli
kiip elde edebilecegimizi bulmamiz yeterli. Mer-
kezi kiibikler diginda toplam 48 adet kiibik var.
Etiketleri rasgele yerlegtirmek igin 48! segenek var.
Ancak 6 rengin her birinden 8 etiket var ve bun-
larin kendi aralarindaki permiitasyonlarini say-
mamaliy1z. Bu sebepten aslinda sadece 48!/(8!)¢
segenek var. Oyleyse rasgele etiketlemeyle elde edi-
len bir Rubik kiipiin ¢oziilebilme olasilig

[R]- (81)°

~ 10714
48!

olur. Kiibikleri sokiip takmaya gore cok ¢ok diigiik
bir olasilik! Neredeyse imkénsiz!
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Rasyonel Simetriler
V = Q x Q grubunu rasyonel sayilar tizerindeki 2 boyutlu vektor uzay: olarak diiginelim.
1. V uzaymin déndiirme simetrilerinin grubunu tarif edebilir misiniz?

2. Bu grubun elemanlariyla Pisagor Teoremi’nin iligkisini gorebiliyor musunuz?
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