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Galois teorisi matematigin en temel ve en
estetik teorilerinden birisidir. Galois’nin yaklagi-
m1 problemlere bakig acimizda koklii bir degi-
siklik onererek cebirin (ve matematigin) yonii-
nii degistirmigtir.

Her ne kadar giintimiizde ileri matematik
sayilsa da Galois’nin teorisi aslinda ¢ok temel bir
gozlemi ifade etmektedir. Hepimiz polinomlarin
karmasgik koklerinin ikililer halinde geldigini bili-
riz: Eger a + ib kokse a —ib de koktiir. Peki neden?
Burada i ile sanal birim eleman: yani, 22 +1 denkle-
minin bir kékiinii gésteriyoruz. Gergel sayilarda po-
zitif sayilar kare sayilardir, ama karmasik sayilarda
her say1 bir karedir; bu nedenden dolay: karmasik
sayilarda i ile —i arasinda (sadece toplama ve
carpmay1 kullanarak) bir ayrim yapilamaz. Do-
layisiyla (gercel sayr katsayili) polinomlar bu
degisimi goremez. Bu sebepten de i <> —i simet-
risi altinda birbirine gonderilen sayilardan sadece
birini kok olarak kabul edemezler.

Iste Galois'mn teorisi bu gézlemi genellestirip,
verilen bir polinom igin, bir anlamda yerel olarak,
o polinomun fark edemeyecegi degisimleri belirle-
meyi hedeflemektedir. ()rneé;in, a? — 2’nin kokleri
olan v/2 ve —v/2 ya da a? + a + 1’in kokleri 273
ve ¢*™/3 de yukaridakine benzer birer simetriye
sahiptirler.

Bu yazimin amac1 Galois’nin teorisinin tam bir
sunumunu yapmak degil, bu koklii degisimin ana
araci sayilabilecek Galois gruplarini tanimlamaktir.
Boylece teknik ayrintilardan uzak durmay: ve daha
genis bir okuyucu kitlesine ulagabilmeyi hedefli-
yoruz. Tam bir incelemeyi ilerleyen sayilarda bir
kapak konusu olarak sunmay1 planliyoruz.

Biraz tarih

Polinomlarin koklerinin bulunmasi antik bir
problemdir. Binlerce yil oncesinden ikinci derece
denklemlerin ¢oziimlerini iceren kalintilar bulun-
maktadir. Kokleri bulma probleminin yani sira
kokleri belli bir kurala gore bulma yontemi de ayri
bir problem olarak karsimiza cikar. Bu yazinin
konusu, kokleri polinomun katsayilariyla ifade
eden formiiller bulma problemi hakkinda. An-
cak formiilleri bulurken katsayilarla birlikte sa-
dece +,—, x, [ iglemlerini ve kok almay1 kullanabi-

liriz. Bu tiir formiillerle verilen ¢oziimlere radikal
coziimler diyecegiz. Dolayisiyla ilgilendigimiz prob-
lemi agagidaki gibi ifade edebiliriz:

Problem: Polinomlarin koklerini veren ra-
dikal ¢oziimler var midir?

Ikinci derece denklem igeren problemleri M.O.
1700’lerden kalma Babil tabletlerinde bulunmak-
tadir. Babilliler z + y = b, x - y = ¢ formundaki
denklem sistemlerini ¢ozmiiglerdir. Bu denklem
sistemleri, geometrik anlamda, gevresi ve alanm ve-
rilen bir dikdértgenin kenar uzunluklarini belirleme
problemi olarak yorumlanabilir. C6ztim bugiin kul-
landigimiz formiille degil, degisken degistirmeyle
denklemi 2 = r formuna déniistiirerek yapiliyordu.

Daha yeni olan iiglincii ve dordiincii derece
denklemler i¢in olan ¢6ziimler 16’nc1 ylizyilda bu-
lunmustur. Asagida bu ¢oziimlerden birine kisaca
gbz atacagiz.

Beginci ve daha iist dereceli polinomlar icin
benzer formiil arayisi uzun yillar devam etmistir.
Bir¢ok matematikginin ilgisini ¢eken bu problemin
yanitinin olumsuz olmasi beklenirken, hemen he-
men eksiksiz ve olumsuz ilk yanit1 1799’da Ruffini
vermigtir. Ruffini’nin yanitindaki bogluklar1 1824
yilindaki yayminda Abel doldurmus ve besginci de-
receden polinomlarin radikallerle ¢oziilemeyecegini
kanitlamigtr.

Gorsel 1: Niels Abel (5 Agustos 1802 - 6 Nisan 1829).

Diger taraftan, Gauss’un hesaplariyla gosterdigi
ve Lagrange’in geniglettigi sonuclar bazi tiir poli-
nomlarin radikal ¢ozlimlerinin miimkiin oldugunu
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gostermektedir. Dolayisiyla Abel’in teoremi yeni
bir problem ortaya atmigtir:

Problem: Hangi polinomlar: radikallerle
¢Ozebiliriz?

Abel’in bu problem iizerinde ¢aligtigi bilinmek-
tedir ancak caligmasini tamamlayamadan, geng
yagta (27) tiiberkiiloz hastaligindan hayatim kay-
betmistir.

Galois bu yeni problemi, yine ¢ok geng bir
yagta (18) ¢Ozmiig, ama ne yazik ki ¢dzlimiiniin
kabul edilmesini goremeden bir diielloda, 21 ya-
sinda, hayatini kaybetmistir. Baslangicta cesitli
gerekgelerle kabul edilmeyen Galois'nin ¢aligmasi
15 y1l sonra Liouville tarafindan gozden gegirilip
matematik diinyasina (MD’ye degil!) sunulmustur.
Boylece, radikallerle ¢oztimlerin varligini polinom-
lara iligkilendirilmig gruplarin (simdi Galois grup-
lar1 diyoruz) ozellikleriyle belirleyen bu muhtegem
fikir aydinliga kavugmustur.

Evariste Galois
25 Ekim 1811 - 31 Mayis 1832

> - o "r--vv!
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11 yasina kadar evde egitim goren Galois son-
radan Paris’teki Collége Louis-le-Grad’a devam
etti. 1828 ve 1829’da Ecole Polytechnique’e girme
cabalar1 sonugsuz kalinca 1829’un Ekim ayinda
Ecole Préparatoire’e (sonradan Ecole Normale
Supérieure adim alacak) kabul edildi. Ancak si-
vasi nedenlerle Aralik 1830’da okuldan atildi.
1831-1832 yillar1 arasina sekiz ay hapis de yatan
Galois 31 Mayis 1832’de bir diielloda hayatini
kaybetti. [1]

J

Galois gruplari, koklerin bir takim permiitas-
yonlarmin tirettigi gruplardir. Bu fikir, yani kokle-

rin permiitasyonlarini diigiinmek, ilk Galois ta-
rafindan kesfedilmemistir. Oncesinde Ruffini ve
Abel aym fikri kullanmig olsalar da fikrin olgunlu-
ga ulagmasi Galois’yla birlikte olmustur.

Kisa bir kronoloji

1545: Cardano, “Ars Magna”; ligiincii (Cardano)
ve dordincti (Ferrari) derece denklem ¢6ziim
yontemi.

16. yy: Vieta’nin ¢aligmalariyla formiillerin ortaya
cikigi.

1771: Lagrange, simetriler yardimiyla bilinen for-
miilleri bir araya getirir, benzer yontemlerin besinci
derece igin ¢aligmayacaginmi gozler.

1799: Ruffini, besinci derece denklemler icin ra-
dikal ¢oziim olmadigr yoniinde kamit sunar, eksik
oldugundan kabul gérmez.

1801: Gauss, ¢ember (ing. cyclotomic) polinom-
larin radikallerle ¢oziilebilecegini gosterir.

1813: Ruffini, o zaman degilse de bugiin kabul go-
ren bir kanit sunar.
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4
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Gorsel 2: Paolo Ruffini (22 Eylil 1765 - 10 Mays
1822).

1824: Abel, besinci derece denklemler igin radikal
¢oziim olmadiginin (kabul edilen) ilk kanitini yapar.
Simetrileri kullanmaktadir.

1830: Galois, grup tammmim da igeren ve Abel-
Ruffini teoremini genelleyen kanitini sunar, ama
kabul gormeyen bu kanit, Galois'nin ¢liimiiyle bir
siire kaybolma tehlikesine yasar, taa ki

1847: Liouville Galois’nin galigmasini herkesin ka-
bul edecegi bir formda sunana kadar.
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1930: Artin, (aradaki gelismeleri haddimiz olma-
dan atlayarak) Galois'nin teorisinin modern versi-
yonunu ortaya koyar.

Diisiik derecelerde ne oluyor?

Hepimiz ikinci derece denklemleri ¢6zmeyi bili-
yoruz: a,b karmagik sayilar olmak {izere,

22 +ar+b=0

denkleminin kokleri,

—a+Va?-4b —a-Va?-4b
T1=——(—, T2=—————
2 2
formiilleriyle verilir. Bu ¢6ziim binlerce yildir bi-
linmektedir! Kokler,

T1+2o=-a, xTi1x2=D>

esitliklerini de saglar.

Uciincii ve dérdiincii dereceler icin de kokleri
benzer sekilde veren formiiller vardir. Her iki formtil
de 16'nc1 yiizyilda ortaya ¢ikmistir. Tk olarak, Car-
dano {iglincii derece (kiibik) denklemler igin, son-
rasinda Ferrari dordiincii dereceler igin yontem-
ler ortaya atmigtir. Daha sonra, Lagrange bili-
nen formiilleri birlegtiren bir sonug¢ kanitlamigtir.
Asagida sadece kiibik denklemlerin ¢6ziimiini an-
latacagiz.

Oncelikle, herhangi bir kiibik denklemi standart
ad1 vercegimiz bir bigime doniigtiirelim. Bir kiibik
denklemin en genel formu ag,a1,as,as karmagik
sayilar olmak iizere goyledir:

asx® + asx® + a1z +ag =0
Ik olarak, eger gerekliyse, as ile bolerek
x3+a2x2+a1x+a0 =0

elde edebiliriz. Kokleri rq,ro, 73 ile gosterirsek, Vi-
eta Teoremi’'nden 11 + r3 + 73 = —ay buluruz. Eger
Yy = & + az/3 donligimii yaparsak yeni denklemin
kokleri toplami 0 olacaktir. Dolayisiyla denklemi
her zaman ay = 0 olacak gekilde diizenleyebiliriz:

x3+a1x+a0:0

denklemine standart kiubik denklem diyecegiz.

Elde ettigimiz denklemi ¢ozelim. Oncelikle z =
A + B yazarsak x® = A3 + 3A2B + 3AB? + B3
oldugundan z® - 3ABz - (A + B®) = 0 denk-
lemini buluruz. Yukaridaki standart denklemle
karsilagtirirsak 3AB = —a; ve A% + B3 = —a bulu-
ruz. Buradan da

t2 +agt — (a3/27) =0

denkleminin coziimlerinin A3 ve B? olacag! ortaya
gikar. Son elde ettigimiz denklem ikinci derece ol-
dugundan ¢ozebiliriz:

2 3
Q, a
tg=-20 /% 4
T2 4 21

Boylece standart kiibik denklemimizin koklerini

bulmus olduk:
/ a1 \J _ag / al
27 27

3
A+B =
HIERONYMI CAR
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Gorsel 3: Cardano’'nun kitab1 Ars Magna - Harika
Sanat (1545).

Aslinda bu son esitlik toplamda 9 say1 tarif
etmektedir (her bir kiip kokiin 3 degeri olacak).
Ancak 3AB = -a; esitligi de saglanmak zorunda
oldugundan bu 9 deger iice indirgenmektedir. Dik-
katli bir incelemeyle, x1 = A+ B iken diger iki kdkiin
To =wA+wB ve x3 = WA + wB olacag: goriilebilir.
Burada w = €>™/3 birimin kiibik kéklerinden gercel
olmayan birini gosteriyor.

Vieta’'nin Teoremi’nin kiibik versiyonu, kat-
sayilar1 koklerin fonksiyonu olarak belirler:

a2(: 0)7

2. T1xTo +X1x3 +X2x3 = ay,

1. T1+T2+x3 =

3. T1X2XT3 = —Qp

Verdigimiz iki 6rnegin 6nemli iki ortak ozelligi-
ne dikkat cekelim:

r

1. Kokleri veren formiiller denklemin kat-
sayilarim ve sadece +,—, x, / iglemlerini ve
kok alma iglemini kullaniyor.

2. Katsayilar1 kokler cinsinden ifade et-
tigimizde ortaya cikan ifadeler koklerin
permiitasyonlarindan bagimsizdir.
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Tabii ikinci gozlem temel olarak Vieta’nin Te-
oremi’nin bir sonucudur ve tiim derecelerden po-
linom denklemleri i¢in gegerlidir. Konuyu bilenler
i¢in, bu katsay: formiilleri aslinda koklerin temel
simetrik polinomlarindan bagka birgey degil! Asil
problem ilk g6zlemin ne kadar genel oldugu!

Biraz tanim

Galois’nin iggudiisii, belki de problemin ¢o6-
ziminiin katsayilar: degil kokleri diigtinerek bu-
lunacagiydi. Galois'nin makalesinde katsayilarin
hi¢ goriinmiiyor olmasi bu icgiidiiye igsaret ola-
rak diigiiniilebilir. Biz de bu fikri takip edecegiz.
Dolayisiyla, yazimizin geri kalan bolimii igin,
r1,T2,...,y, karmagik sayilary, rasyonel say1 kat-
sayill p(z) polinomunun kokleri olsun. Bu kokleri
ve dort iglemi kullanarak elde edebilecegimiz
sayilar1 tarif edecegiz. Bunun icin, P ve @) rasyo-
nel katsayili ve n degigkenli polinomlar oldugunda
f = P/Q oranina bir rasyonel fonksiyon denildigini
hatirlayalim.

Tanim 1.

Q(Tl,""Q"-'arn) = {f(rla’rQa"'aTn)|
f = P/Q rasyonel
Q(rl,rg,...wn)%O}

Ornek 1. 71 = /2 olsun. O zaman,

Q(V2) = {a+bV2]a,beQ}
olur. Gergekten de (1/2)? = 2 oldugundan her-
hangi bir polinomun v/2’de hesaplanmasi a; +v/2as
biciminde yazlabilir. Ayrica (vV2+1)™' =v/2-1
esitligi saglanir.
Ornek 2. ry = \/5, ro = /5 olsun. Bu durumda,
Q(V2,V5) = {a+b/2+c/5+dV10 | a,b,c,d € Q}

olur. Bu 6rnege daha sonra donecegiz. Aligtirma

olarak,
Q(V2,V5) = (V2 + V5)
esitliginin saglandigin1 gostermeye caligin.

Galois cisim teorisini kullanmamigtir. Modern
dilde Q(+v/2)’ye Q'nun /2 genislemesi diyoruz. (Ci-
sim tanimi i¢in 70’inci sayfa sonuna bakiniz.) Yu-
karidaki rasyonel fonksiyon gosterimiyle ilgili dik-
kat edilmesi gereken iki nokta var:

e P ve @ polinomlan segildiginde P/Q diiz-
giin tanimli bir fonksiyondur. Diger taraf-
tan, rq,73,...,7,’de hesapladigimizda or-
taya bir karmagik say1 c¢ikar ve bu sayi-
nm (P/Q)(r1,72,...,7,) gosterimi biricik
degildir.

e Baglangicta kokleri siralarken ilk segimi-
mizden farkli bir siralamayla baglarsak, so-
nucta ayni kiimeyi elde ederiz, ancak ele-
manlar1 elde etme yontemimiz degigir. Or-
negin v/5,v/2 siralamasiyla basladigimizda
P(x1,x5) = ; polinomu /2 yerine /5 iire-
tir.

Bu uyarilar kiimenin tanimini etkilememektedir.
Ancak az sonra gorecegimiz gibi koklerin permiitas-
yonlarini tanimlarken etkili olacaklar.

Polinom kokii mii degil mi?

Bir polinomun kokii olma katsayilara baghdir.
Eger karmagik say1 katsayilara izin verilirse
her karmagik say1r bir polinom kokii olur (z
say1st x — z’nin kokiidir). Katsayilarin geldigi
cisim biiytidiikce eski koklere yenileri eklene-
rek kok olabilenler arttigindan ilging olan kat-
sayilar1 olabildigince kisitlamaktir. Ornegin, kat-
sayilar1 tamsay1 olan bir polinomun koklerinin
her birine cebirsel say: denir. Polinom kokleri
icin radikal ¢oziim arayisimizda tamsay1 kat-
sayil1 polinomlarla, dolayisiyla cebirsel say1 olan
koklerle meggul oluyoruz. Ancak Galois’'min da
not ettigi tlizere, katsayilar1 daha biyik ci-
simlerden aldigimiz durumda da aym fikirler
gecerliligini korur.

Cebirsel sayilar tiim rasyonel sayilari1 kapsar.
Ayrica bazi irrasyonel sayilar da cebirseldir,
érnegin x> — 2’'nin kokii olan /2. Cebirsel ol-
mayan (agken) sayilarn en bilinen 6rnekleri 7 ve
e sayilaridir. Bir saymin agkin oldugunu goster-
mek ¢ogu zaman zor bir is olsa da gergel sayilarin
hemen hemem hepsinin agkin oldugunu biliyoruz.l

Galois gruplarini tanimlamak igin li¢ temel so-
nuca ihtiyacimiz var. Bu sonuclarin kanitlar: cisim
geniglemelerine ve polinom halkalarinin baz 6zellik-
lerine dayanir. Boylesine teknik bir inceleme uzun
ve yogun bir ¢caligma gerektirir. Bu sebepten, ih-
tiya¢c duydugumuz temel sonuclari kanitsiz sadece
ornek iizerinde gostererek verecegiz. Amacimiz Ga-
lois’nin koklerin permiitasyonu fikrini gostermek
oldugundan kanitsiz ilerlemekte sorun gérmiiyoruz.

Ik iddiamiz yukaridaki drnekte ahgtirma ola-
rak verdigimiz esitligin her zaman dogru oldugunu
soyliiyor. Daha agik olarak,

Q(ry,7o, ..
Q(r1,72,. .

., Ty ) cismi iginde

- n) = Q(u)

esitligini saglayan bir « bulunur,
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yani, n tane kok ekleyerek elde ettigimiz tiim
sayilar1 ashinda sadece bir tane elemanla (do-
layisiyla sadece bir degigkenli polinomlar: kulla-
narak) elde edebiliriz. Bu esitligin ayni zamanda
her i =1,2,...,n igin r; € Q(u) sonucunu verdigini
fark edelim. Ileride kullanmak iizere, her r; icin
r; = fi(u) esitligini saglayan bir rasyonel fonksi-
yon f;(x) segelim. Dikkat edilirse bu fonksiyon-
larin varligr ayni zamanda yukaridaki esitligin
saglandigini da kanitlamaktadir.

Indirgeyebildiklerimizden misiniz yoksa indirge-

yemediklerimizden misiniz?

Polinomlar: incelerken katsayilarin se¢imi 6nem-
lidir. Ornegin, en rahat halimizle, katsayilarin
karmagik sayilar olmasina izin verirsek, o za-
man her polinomu birinci dereceden polinom-
larin ¢arpimu olarak yazabiliriz. Gergekten de
p(z) polinomunun kokleri 1, s, ..., 7, ise

p(z) = H(z )

olur. r;’ler karmagik say1 oldugundan (z — ;)
polinomu da karmagik katsayilidir. Dolayisiyla
basgladigimiz katsayilar tiirtinden bir ¢arpanlara
ayirma elde etmis oluruz. Bir diger deyisle, p(z)’i
birinci dereceden polinomlarin ¢arpimina indir-
gemis oluruz. Birinci derece polinomlar: sabit
olmayan iki polinomun carpimi olarak yazama-
yacagimiz i¢in bu polinomlara indirgenemez di-
yelim.

Eger katsayilar kisitlarsak, 6rnegin sadece gercel
katsayili polinomlar1 diigiiniirsek, bu durumda
yukaridaki carpanlara ayirmaya her zaman izin
vermemis oluruz. Ciinkii r; gercel olmayan bir
karmagik sayiysa, (x — r;) gergel katsayih ol-
maz. Diger taraftan, polinom kokleri bilgileri-
nizi yoklarsaniz, bu tiir gergel olmayan koklerin
ikililer halinde geldigini hatirlarsiniz, yani, eger
p(z) = 01ise p(Z) = 0 olur. O zaman ké&kleri gergel
kokler ri,79,...,7r ve gercel olmayan kokler
Tkil,---,Tn oOlarak ikiye ayirirsak,

k l
p(x) = H(x -7;) Ijl(xz - a;x +bj)

i=1

olarak yazabiliriz. Burada [, a;, b; leri agik olarak
belirlemek miimkiin ama ihtiyacimiz yok.

Bu kez indirgeyemediklerimiz birinci ya da ikinci
dereceden polinomlar oldu. Bu yonde devam edip,
katsayilar1 rasyonel sayilara kadar kisitlarsak,
artik herhangi bir dereceden indirgenemez poli-
nomlar ortaya cikmaya baslayacaktir. (")rneégin
22 +x+1 polinomunu rasyonel katsayil ve sabit ol-
mayan iki polinomun ¢arpimi olarak yazamayiz.

Ornek 3. Yukaridaki ornege donecegiz, yani
ry = \/5, rg = /5. Polinom kokleriyle baglamak
istedigimizi hatirlatalim. Dolayisiyla, bundan son-
raki hesaplarin diizgiin islemesi i¢in listemizi r =
V2,19 = —/2,73 = /5,74 = —\/5 alahm. Tabii
ki bu yeni elemanlar kiimemize yeni sayilar ek-
lemeyecektir. Amacimiz Q(v/2, -2, \/5,—\/5) =
Q(\/2 +V/5) oldugunu gostermek.

Biraz hesap yapalim: u = v/2 + /5 olmasim is-
tiyoruz. Oyleyse /5 = u — /2 olacak. Iki tarafin
karesini alirsak,

(u-v2)? = 5
w?-2V/2u+2 = 5
u? -3
2 =
V2 2u
buluruz. Dolayisiyla fi(x) = 12;3 yazdigimizda

V2 = f1(u) esitligi saglamr. Simdi kolayca fo(z) =
—f1(x) tammlayabiliriz. Diger iki kok ig¢in de
V2 = u - /5 esitligini kullanip benzer iglemler
vaparsak f3(z) = —f4(z) = z;f rasyonel fonksi-
yonlarini buluruz.

Kanit1 zor ikinci iddiamizsa

Q(r1,72,...,7) nin her elemam v igin v’yi
kok kabul eden indirgenemez rasyonel kat-
sayil1 bir polinom bulundugunu

soyliiyor. (indirgenemezlik igin yaz icindeki ilgili
kutuyu bulun!) Bir diger deyisle, polinom kokleri
r1,T32,...,7y ile iiretilmig tiim sayilar da polinom
kokiidiir. Ozel olarak, bir onceki iddiamizin sonucu
olan u elemani da indirgenemez bir polinomun
kokii olmali.

Ornek 4. Bu iddiamizi da hemen bir énceki rnek
iizerinde deneyelim. u = V2 +5 almigtik. Kokle-
rinden biri u olan bir polinom bulmak ic¢in «’nun
kuvvetlerini hesaplayalim. Detaylar1 okuyucuya

birakiyoruz.
u? =7+2V10
wd =17V2 + 11V5
ut =89 +28V10

Dikkat edilirse u? ile u? arasinda rasyonel katsayili
bir iligki kurulabilir. Soyle ki

u? - 14u? = 89 + 28v/10 — 14(7 + 21/10) = -9

esitligi w'nun g(z) = 2* - 142® + 9 polinomu-
nun bir kokii oldugunu vermektedir. Aslinda yu-
karidaki iddiamiz uw’'nun indirgenemez bir poli-
nomum kokii olacagini soéyliiyordu. Dolayisiyla
g(x)’in indirgenemez olup olmadigim da kontrol
etmeliyiz. Bu amacla diger kokleri belirleyelim.
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Oncelikle u; = u olsun. g(x) cift polinom
oldugundan us = —u;’de g(x)’in kokii olacak. Diger
iki kokiin ug = V2 - V5 ve ug = —us olacagin
okuyucu gosterebilir. Tabii ug’tin kok oldugunu
gostermek yeterli. Sonug olarak,

g(z) = (z —ur)(z - uz)(z - uz)(z - us)

elde etmis olduk. Kokler rasyonel olmadigindan
yukaridaki garpanlara ayirma rasyonel katsayili
olmadi. Polinomun indirgenemez oldugunu goster-
mek i¢in ikili garpimlarin da rasyonel katsayili ol-
madigini gostermek yeterlidir. Bunu da okuyucuya
aligtirma olarak birakiyoruz.

Simdi 6rnegi takip ederek, genel durumda da
wnun kok oldugu indirgenemez polinomu g(x) ile
gosterelim ve g(z)’in koklerini uy = u, ug, ..., Up
olarak yazalim. Boylece ii¢iincii ve belki de ka-
bullenmesi en zor iddiamiza ulagtik. Yukarida her
r; i¢in bir f;(z) rasyonel fonksiyonu seg¢tigimizi
hatirlayin.

Her j=1,2,...,m igin,

{7"1,7“2,. o .,’I"n} = {fl(uj'),fg(u]‘)7 000

egitligi saglanir.

s fu ()}

Dikkat edilirse, f;’lerin se¢iminden dolayi, yu-
karidaki esitlik j = 1 icin asgikar olarak saglan-
maktadir. Iddiamiz f;(z)’lerin «'nun kokii oldugu
polinomun diger koklerindeki degerlerinin de r;’leri
(belki bagka bir sirada) verecegidir.

Ornek 5. Yukarida yaptigimiz hazirliklarin meyve-
lerini toplama zamani geldi. Buldugumuz f;(«)’leri
her bir u;’de hesaplayalim. Yine iglemleri okuyu-
cuya birakip sonucu agagiya not edelim:

fi(@) | fo(z) | fs(z) | fa(z)
Ui 1 T2 3 T4
U2 T2 1 T4 3
ug 1 T2 T4 T3
Ugq 72 1 73 T4

Bu noktada imkansizi bagarip iiclincii id-
dianin dogrulugunu da kabul eden okuyucu Ga-
lois grubunun tanimini gérebilir. Amacimiz kokle-
rin permiitasyonlarimi tarif etmekti. Yukaridaki
ornekte de goriilecegi gibi her bir u; koklerin
bir permiitasyonunu veriyor. Daha acgik olarak
her j =1,2,...,m icin m; € Sym({ry,72,...,7})
permiitasyonunu,

Wj(ri) = fz‘(uj)

esitligiyle tanimlayalim ve son olarak,

kokleri rq,7s, . .., 7, olan p(x) polinomunun
Q tizerindeki Galois grubu,

GAL(p(2)/Q) = {m; |7 =1,2,...

’m}

olarak tanimlanir.

Ornek 6. Yukaridaki tablodan kéklerin permiitas-
yonlarini okur ve bunlar1 standart olarak S, icinde
yazarsak,

T = id77'('2 = (]_ 2)(3 4)’71'3 = (3 4)77-‘—4 = (1 2)
oldugunu goriiriiz. Temel grup teori bilgisiyle,
GAL(p(x)/Q) 2 V(= Z/2Z x Z|21Z)

sonucuna ulagabiliriz.

Simdi durup, verdigimiz isimlerden bagimsiz
olarak sonucu anlamaya ¢aligalim. Polinomumuzun
kokleri v/2, —/2, /5 ve —/5 idi. Bu koklerin sahibi

p(x) = 2* - 72% + 10

polinomudur.

Permiitasyonlara bakarsak, aslinda sadece ilk
iki kokii ve son iki kokii kendi aralarinda karis-
tirmaya izin veriyoruz. Yani, koklerin simetrileri
aslinda bir dikdortgenin simetrileriyle eglesiyor. Bu
beklentimizi kargilayan bir sonug, ¢iinkii

p(z) = (a* - 2)(z* - 5)

olarak yazilabilir ve bu yazimdaki ¢arpanlar indir-
genemezdirler. Dolayisiyla, pargalarin koklerinin
birbirinden bagimsiz olmasim bekliyoruz. Cok daha
ilging iki polinom Ornegini agagida bulabilirsiniz.

Peki ya sonra?

Kritik kanitlar1 yapmadan hizlica Galois grup-
larim1 tanimladik. Dikkat ederseniz, yukaridaki
ornegimizde, dort kokiin toplam 24 permiitasyo-
nundan 4 adedini belli bir gekilde sectik ve ortaya
gikan gruba (grup ortaya ¢ikmasi da ilging!) Galois
grubu dedik. Her seyden 6nce bu grubun radikal-
lerle ¢oztimiin miimkiinati ile ilgisinin kurulmasi
gerekli.

Galois'nin temel sonucu da igte bu iligkiyi ku-
ruyor: p(x) polinomunun radikallerle ¢oziimiiniin
olmasi, bu polinomun Galois grubunun belli bir
ozellige (coziilebilirlik!) sahip olmasina denktir.
(MD-2013-IV sayimizda ¢oziilebilir gruplarla ilgili
temel sonuglar bulunuyor.)

1C6ziilebilir gruplar ilerleyen yillarda bagka 6zellikleriyle de dne ¢ikmgtir. 1900’lerin baginda Burnside c¢oziilebilir
olmayan gruplarin mertebesinin ¢ift olmasi gerektigini iddia etmistir. Bu san1 60 yil sonra Feit-Thompson tarafindan
¢Oziilmiig ve elde edilen sonug basit sonlu gruplarin siniflandirilmasi probleminin temel taglarindan biri olmustur.
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Galois teorisini kullanarak derecesi dort ve
daha kii¢iik her polinomun radikallerle ¢oziilebi-
lecegini formiilleri bulmadan kanitlayabiliriz. Tek
yapmamiz gereken bu tir polinomlarin Galois
gruplarinin ¢oziilebilir oldugunu géstermek. An-
cak en cok dort kok olacagindan, koklerin biitiin
permiitasyonlarimi diigiinsek bile, elde edecegimiz
grubun mertebesi en ¢ok 24 olacaktir. Grup te-
ori kullanarak, coziilebilir olmayan gruplardan
en diisiik mertebelisinin mertebesinin 60 oldugu
gosterilebilir. Dolayisiyla mertebesi < 24 olan tiim
gruplar ¢oziilebilirdir. Dolayisiyla, derecesi 4 ve
daha digiik polinomlar icin radikallerle ¢oziim
mimkundiir. Dikkat ederseniz bu kamti kullanip
ilk boliimde hatirlattigimiz formiillere ulagmamiz
miimkiin degildir!

Diger taraftan derecesi 5 veya daha biiyiik olan
polinomlardan bir gogunun Galois grubu ¢oziilebilir
degildir. Ornegin 2% = 10z + 2 polinomunun Galois
grubu Ss’e egittir ve dolayisiyla radikallerle ¢oziile-
mez. Oysa 2° — z + 15 polinomunun Galois grubu
V, oldugundan radikallerle ¢oziim miimkiindiir.

Galois’'nin simetrileri bildigimiz gibi degil!

Galois’'min sectigi kok simetrileri, koklerin ge-
ometrik yerlerine bakarak gozle karar verilebil-
menin Gtesindedir. Agagidaki iki 6rnege bakalim.
Sizce hangisi daha simetrik? Hangi polinom ra-
dikallerle ¢ozilebilir?

(Grafikler wolframalpha.com sayfasindan almmistir.)

Gorsel olarak inceledigimizde sagdaki resim daha
simetrik gortintiyor. Hem koodrinat eksenle-
rinde hem de y = x ve y = —x dogrularinda
yansitabiliriz, 90° ve katlarinda dondiirebiliriz, sa-
dece igteki ya da sadece digtaki kokleri dondiirebi-
lir ya da yansitabiliriz vs. Diger taraftan soldaki
gorsel daha az simetrik goriiniiyor. Ornegin y
ekseninde yansima yapamayiz, diizlemi dondiire-
meyiz vs.

Beklenen stirpriz, Galois teori yoniinden, soldaki
seklin daha simetrik oldugu yoniinde. Gergekten
de soldaki kokler,

28+ 322 - 223 + 622 + 1

polinomuna ait ve bu polinomun Galois grubu
S5, yani kokler oldukga simetrik! Bir diger ilging
nokta da sekilde gozle goriilebilir begli dongii ol-
mamasi!

Diger yandan sagdaki sekil Galois teorisi
acgisindan simetri fakiridir. Bu gorseldeki sekiz
kok,

2728 - 722 - 16

polinomuna ait ve olasi 8! permiitasyona kargin
Galois grubunun mertebesi sadece 16 (Galois
grubu Djg, yani diizgiin sekizgenin simetri
grubu).

\ J

Galois teorisini, dolayisiyla cisim genigleme-
lerini ve polinom halkalarini, daha derinlemesi-
ne ogrenmeden bu sonucun kanitinm1 anlamak pek
miumkiin degil. Yine de Galois'nin ulagtig1 sonucun
yiuceligini takdir edebiliriz. Koklerin permiitasyon-
larindan kritik bir se¢im yaparak, ylizyillar bo-
yunca ¢oziilemeyen bir problemi, tamamen soyut
bir kavram (grup) ortaya atip, bu soyut kavramin
bir 6zelligine indirgemis ve ¢ozmiigtiir.

Galois'nin ortaya attig1 bakig acist biz cebirciler
i¢in bir rol modeldir. Yaptigimiz islerde Galois’y1
ornek alir, onun yarattig1 teorinin benzerini bul-
mak isteriz. Lisans cebir derslerinden baglayarak
Ogrencilerimize bu yaklagimi Ogretir, cebirsel
yaklagimlarinin Galois'nin teorisiyle sekillenmesini
isteriz. Birgok matematik¢inin de kabul edecegi
iizere, Galois’dan bu yana soyut matematikte daha
biiytik bir kegif olmamigtir!

Yazimizi, Galois’nin diiello gecesi, 29 Mayis
1832’de arkadasi Auguste Chevalier’e yazdigi mek-
tubun son ciimlesiyle bitirelim. Galois'nin radikal-
lerin ¢oziimii de dahil 6nemli ¢aligmalarini bu mek-
tupla arkadagina génderdigi inanci olsa da yukarida
belirttigimiz tarihlerden de anlagilacag: tizere bu
dogru degildir. Bu mektup Galois’'nin baz1 yeni
kesiflerini igerse de en 6nemlilerini igermemektedir.
Cok geng yasta hayatim1 kaybeden Galois'nin
yazilarinin titiz ve detayli bir incelemesi [3]’te bulu-
nabilir. Ilgilenen okurlara ictenlikle tavsiye ederiz.

Apres cela il se trouvera, j’espeére, des gens
qui trouveront leur profit a déchiffrer tout
ce gachis.

Je t’embrasse avec effusion.

E GALOIS

Bundan sonra, umarim, tiim bu karmasay1
desifre etmekten faydalanacak insanlar ola-
caktir.

Seni cogkuyla kucakliyorum.

E GALOIS
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Galois’nin galigmalar:

Sur la théorie des nombres Nisan 1830.
Galois bu makalesinde sonlu cisimleri tanimlar ve bu
cisimlerin temel 6zelliklerini inceler.

Bu makalenin diginda, Galois’nin yukarida bah-
settigimiz mektubunda szl gecen 3 caligmasi bulun-
maktadir:
e
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Sur les conditions de résolubilité des equations par
radicaux:

Bugiin Premier Mémoire olarak biliniyor. Paris
Academy’nin ¢ kere reddettigi bu caligma Ga-
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Second Mémoire: Galois'nin bu ¢aligmas: taslak ola-
rak kalmigtir. Grup teorinin temellerini incelemeye
gayret sarfettigi bu taslakta ¢oziilebilir gruplar1 da
belirlemeye ¢aligmigtir.

Troisiéme Mémoire: Integraller ve elliptik fonksiyon-
lar hakkinda oldugunu belirttigi bu caligma kay-

bolmugtur.
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Gorsel 4: Galois’y1 anmak i¢in basilmig bir pul.



