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Gruplar teorisindeki en derin sonuglardan biri
Feit-Thompson Teoremi, bir diger ismiyle Tek Mer-
tebe Teoremi’dir. Burnside’in 1911 tarihli sanisi,
abelyen olmayan her bir basit ve sonlu grubun mer-
tebesinin ¢ift oldugunu iddia etmektedir. Bu saniya
denk olan ve mertebesi tek sonlu gruplarin ¢ozii-
lebilir! oldugu 6nermesi, Burnside’in sanisindan
50 yil kadar sonra Feit ve Thompson tarafindan
kanitlanmigtir [3].

Bu yazida Feit-Thompson Teoremi’nin ispatin-
dan dogan bir sanmidan séz edecegiz. Once kisaca
teoremden bahsedelim.

Feit-Thompson Teoremi’'ni degerli kilan en
onemli ozellik, yillarca siirecek ve 12.000 sayfa-
dan daha fazla tutacak olan Basit Sonlu Grupla-
rin Siiflandirilmasi Teoremi’ne 6n ayak olmasidir.
Feit-Thompson’n ¢eligki bulma (ya da olmayana
ergi) yontemini kullanan kanit1 255 sayfa uzunlu-
gundadir. Bu kanita ulagabilmek icin, temsiller ve
gruplar teorilerinden temel ve ileri diizey birgok so-
nucu yeni yontemlerle harmanlamak gereklidir.?-3
Ortaya ¢ikan yontemler daha sonra gruplar teorisi-
nin en kullanigh yontemleri arasina girecektir.

Feit-Thompson’in kanitinin son geligki adi-
minda, o noktaya kadar ortaya ¢ikmig bazi grup-
larin iiretegleri {izerinden yapilan uzun bir tartig-
mayla istenilen cgeligki elde edilmektedir. Yazarlar,
geligki adimindaki bu tartigmalarin verildigi 50 say-
fanin, asal sayilara has, simetrisindeki giizellikle
dikkat ¢eken, bir iddianin dogru olmasi durumunda
kisaltilabilecegini éngérmiiglerdir. Yazimizda bu
iddiay1 ve 6zel durumlardaki ¢ézlimlerini tartigaca-
g1z.

Feit-Thompson Sanisi

Sani 1. p < q asal sayilar olmak tizere A = Ui

q-17
a1, 5.
B= ’;j % bélmez.

Burada A ve B sayilarinin ¢ok hizh biiyiiyece-
gine dikkat edelim. Ornegin, baglangi¢ degerleri

olan p = 2,q = 3 almursa, A = 4 ve B = 7’dir. Ote
yandan p = 5,¢q = 11 alindiginda, A = 16.105 ve B =
12.207.031 bulunurken, p = 11 ve ¢ = 13 oldugunda
A =149.346.699.503 ve B = 3.452.271.214.393 olur.
Bu durum problemi hesaplamayla yanliglamay: zor-
lagtirmaktadair.

Feit-Thompson Sanisi'ndan daha giiglii olan ve
Stephens Sanisi olarak bilinen bir problem daha
vardir.

Sam 2. Birbirinden farkl p ve q asal sayilar: i¢in
A ve B aralarinda asaldir.

Bu iddianin yanlig oldugu yine Stephens ta-
rafindan gosterilmigtir [8]. Stephens’in bilgisayar
yardimiyla buldugu 6rnege gore, p = 17,q = 3.313 ol-
dugunda 112.643 sayis1 A ve B’nin en biiyiik ortak
bélenidir. Yazimizin son boélimiinde Stephens’in
bu 6rnegi bulmak i¢in kullandig1 yéntemden de
bahsedecegiz.

Her ne kadar yanliglanmig olsa da Stephens Sa-
nis1 da ilgingligini koruyor. Ciinkii yukarida verilen
ornek diginda, bu saniya karsit érnek bulunama-
migtir. Hatta Dilcher ve Knauer yukaridaki érnegin
biricik karsit 6rnek olabilecegini iddia etmisglerdir
[2].

Aradan gegen 60 yila yakin siire i¢inde, Feit-
Thompson Sanisi’nin sadece basit 6zel durumlar:
kanitlanabilmigtir. Diger taraftan Feit-Thompson
Teoremi’'nin son ¢eligkisi i¢in gereken basitlegtirme,
saninin daha teknik bir yorumu yapilarak elde edil-
migtir [1]. Boylelikle Feit-Thompson Sanisi, tama-
men asal sayilara has bir probleme doniigmiigtiir.
Bu problemin bugiine kadar ¢oziilememis olmasinin
bir sebebi, grup teorisyenlerinin ilgisini gekmemeye
baglamas1 ve say1 teorisyenlerinin ilgisini ¢ekecek
kadar ilgin¢ olmamasi olabilir.

Saninin Akla Yatkinhgi

Oncelikle p < ¢ oldugunda A < B oldugunu gos-
terelim. Aslinda bunun dogru olmasi i¢in p ya da
¢’nun asal say1 olmasi gerekli degil. Dolayisiyla bu
kanit i¢in p ve ¢ rasgele tamsayilar alinabilir [7].

Yazimizda kullanmayacagimiz i¢in grup teoretik tanimlara yer vermiyoruz.
2Kamtm, o giine kadar gruplar teorisinde olmayan, uzun tartigmalarla sonuca ulagilabilecegi fikrini ortaya cikarmasi
da ayrica ¢igir agic1 olmustur. Kisa siire sonra, bu 6rnegi takip eden ve yiizlerce sayfa uzunlugunda bagka siiflandirma

kanitlar: da ortaya ¢ikmistir.

3Teoremin kisa bir kanitin1 bulma problemi hala grup teorisyenlerinin ilgisini ¢eken en 6nemli problemlerden birisidir.
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Ik olarak, p = 2 ise,

2

-1
A=1

q-1

=qg+1 ve B=29-14dir.

q > 3 saglandiginda 279 > ¢ + 1 olacag1 agikardir.

p > 2 ise p? > ¢P esitsizligi saglanir. Gergek-
ten de logaritma fonksiyonu artan oldugundan, bu
esitsizlik glnp > pln ¢’ya ve dolayisiyla da,

4 P (1)

Ing Inp
esitsizligine denktir. Bu sebeple (1)’i kanitlamak
yeterlidir. Bunun igin f(z) = = alahm. f(z)’in
tiirevi, tiirevin bolim kuralini kullanarak,

Inzx-1
!

)= —5—
F(@) In?z
seklinde hesaplanir. Buradan da p > 3 ise Inp > 1
bize f’(p)’nin pozitif oldugunu verir. Sonug olarak,
p > 3 oldugunda f(p) artan bir fonksiyondur ve (1)
esitsizligi saglanir. Bu sayede

¢ -1
q-1

a_1 q _
_p Jpi-l
p-1 g-1

B =A

esitsizliklerini elde etmig oluruz.

Feit-Thompson Sanisi, p =2

p = 2 oldugunda Feit-Thompson Sanis1 agagi-
daki kanitlanmasi kolay bicimini alir.

Onerme 1. ¢> 2 asal sayr olmak izere,
g+1427-1
yani, ¢+ 1, 29 —17% bolmez.

Bu yoruma ulagmak i¢in iki kare fark: formii-
liinii, yani a® - b*> = (a - b)(a + b)’yi kullandik.
Onerme asikardir ¢linkii ¢ + 1 ¢ift say1 iken 29 — 1
tek sayidir.

Feit-Thompson Sanisi, p =3

Siradaki 6zel durum igin p’yi bir sonraki asal
say1 olan 3 aliyoruz. Bu kez elde ettigimiz yorum
agagida [5].

Teorem 1. ¢ > 3 asal sayr olmak iizere, ¢* + q +
1,37 - 1% bélmez.

Dikkat edilirse, g% + ¢ + 1 tek say1 olacagindan,
?’(17_1 yerine 39—-1 de alabiliriz. Le tarafindan verilen
bu 6zel durumun kanitim 6zetleyelim [5].

Ik olarak, sacmaliga indirgeyebilmek amaciyla,
n = ¢?>+q+1’in 39-1’i boldiigiinii varsayalim. Bu du-
rumda n’nin asal say1 olmasi gerektigini iddia edi-
yoruz. Gergekten de eger n asal degilse, n < (¢+1)2

esitsizligi saglandigindan, n ¢’dan kiigiik bir asal
boélene sahiptir. Bu asal béleni k ile gosterelim.
n’nin tek olmasi1 k > 2’yi verirken, 3¢ — 1’in n’ye
boliinebilmesi &k > 371 verir.

Simdi Fermatnin Teoremi’nden 3%~ = 1 (mod
k) denkligini ve yukaridaki boliinebilme varsayi-
mindan ise 39 =1 (mod k) denkligini elde ederiz.
Ama bu durumda k-1 =0 (mod ¢) olmaldir ki bu
sonug 3 < k < p esitsizlikleriyle gelisir. Dolayisiyla
n asal say1 olmalidir.

Boylece ¢ > 3 asal sayis1 icin n = ¢> + ¢ + 1’in
39 — 1’in asal béleni oldugu sonucuna ulagtik. Eger
g =1 (mod 3) olsaydi, bu durumdan=12+1+1=0
(mod 3), yani, 3 | n gikardi. Ama n > 3 bir asal
say1 oldugundan bu denklik gerceklesemez. Oy-
leyse ¢ = 2 (mod 3) olmal ki bu bize n =1 (mod
3) denkligini de verir. Ozetlersek

g=2 (mod 3) ve mn=1 (mod 3)

denkliklerini bulduk. Kanitin son bélimii biraz
teknik oldugu igin ayrintilardan kaginacagiz. Sag-
maliga indirgeme cabasi iginde oldugumuzu hatir-
layin. Bu amaca ulagabilmek icin iki teoreme daha
ihtiyacimz var. Ilk olarak, n asal sayisi icin,

a® +3b% = 4n

denkleminin dogal sayilar kiimesinde, a ve b ara-
larinda asal olma kogulunda, sadece 2 ¢ozlimi bu-
lundugunu iddia ediyoruz. Aslinda bu ¢6ziimleri
bulmak kolay:

dn = 4(@F+q+1)
(2¢+1)%+3

(g+2)% +3¢°.

Ancak, bagka bir ¢6ziim bulunamayacaginin bu
yazida anlatabilecegimiz bir kanitin1 bulamadik.
Teknik bir kanit igin [4]’e bakimiz.

Thtiyacimz olan ikinci teoremse 3’iin mod n’de
bir kiibik kalinti* olmasi durumunda,

an?=L%+271M?

esitligini ve 3 | M kogulunu saglayan, aralarinda
asal L ve M tamsayilarinin varligim veriyor [6].
Bu teoremin de yazida yer verebilecegimiz bir
kanit1 yok. Ancak, bu teoremi ilkiyle birlestirdigi-
mizde, 3’iin mod n’de kiibik kalint1 olmasi duru-
munda, a? + 3b% = 4n denkleminin, b’nin 9’a bé-
liinebildigi bir ¢oziimii oldugunu buluruz. Ama
yukarida buldugumuz ¢oéziimleri géz 6niine alirsa-
niz, ¢oziimlerin ikisinin de bu kosulu saglamadigini
(birincide b = 1, ikincide b = ¢*’dir.) gorebilirsiniz.
Boylelikle aradigimiz geligkiye ulagmig oluruz.

4Eger a = 23 mod n denkligini saglayan bir  tamsayisi varsa a’ya mod n’de bir kiibik kalnti diyoruz.



Matematik Diinyas: - 2021

Geriye sadece 3’tin mod n’de kiibik kalint1 oldu-
gunu gostermek kaldu. Tlkin, n asal say1 oldugundan,
n’ye bolinmeyen her u, mod n’deki kalan siiflar
i¢in bir iireteg olur. Bir diger deyisle, her kalan
sinifi m’yi bir ¢t € Z icin m = u! mod n biciminde
yazabiliriz. Oyleyse, t € Z olmak iizere,

3=u" (mod n)

yazalim. Her iki tarafin ¢ + I’inci kuvvetini alirsak

39+ = g ta+1) (mod n)
elde ederiz. Ama 3P =1 mod n denkligini varsay-
migstik, o yiizden,

3= (mod n)
buluruz. Son olarak, ¢ =2 mod 3 oldugundan ¢ + 1
3’e boliiniir, yani, 3 mod n’de bir kiibik kalintidir.

Feit-Thompson Sanisi, p >3

3’ten biiyiik asallar igin de gesitli 6zel durumla-
rin kanitlar: bilinmektedir ancak bu kanitlar hem
sayilar teorisinden hem de temsiller teorisinden
sonuglar kullandig: i¢in burada yer vermeyecegiz.
Tlgili okurlarm [7]’ye bakmasini 6neririz.

Stephens Sanisi’na Kargit Ornek Na-
sil Bulunur?

Son boéliimde, Stephens Sanisi’yla ilgili hesap-
lama teknigine g6z atacagiz. Yukarida da belirtti-
gimiz gibi, (¢? -1)/(¢-1) ¢ok hizli biiytidiigiinden
dogrudan hesaplamayla kargit 6rnek bulmak nere-
deyse imkansizdir.

Peki, o halde nasil hesap yapacagiz? Stephens,
hesaplar i¢in kullanacag iki kilit indirgeme kanit-
lamigtir [2]. Tlk olarak bu sonuglari inceleyelim.

Onerme 2. p # q asal sayilar olsun.
(a) p=2 ise A ve B aralarinda asaldur.

(b) r A ve B’nin ortak asal ¢carpaniysa, bir dogal
sayr A i¢in,
r=2Apg+1

esitligi saglanar.

Kamit. a) Yukarida, p = 2'yken, A = ¢ + U'in
B =29 -1’1 bélmedigini gérmiistiik. Simdiyse or-
tak bolenleri olamayacagini kanitlayalim. Oncelikle
B’nin her asal ¢arpani 7 igin 29 =1 (mod r) sagla-
nir. Ama bu durumda, Fermat’nin Teoremi’'nden
dolay1 g, 7 — 1’i boler. Diger taraftan, eger r’nin
A = ¢ +1’i de bolmesini istersek, r = ¢ + 1 buluruz
ki g > 2 kogulunda bu miimkiin degildir. Bu sonug,

A ve B’nin ortak boleni olamayacag anlamina
geliyor.

b) Simdi r | A dogruyken, r | p? - 1, ya da buna
denk olarak, p? =1 (mod r)’de dogrudur. Ciinkii
p?-1=(p-1)-A’dir ve r, p—1’i bolemez. Gergekten,
eger r | p—1 olsaydi, o zaman

A=1+p+p*+-+pT' = ¢ (mod r)

elde edilirdi ve dolayisiyla r | ¢, yani r = ¢ -
kardi. Ama ¢ B’yi bélmezken bu miimkiin degildir.
Sonug olarak p? = 1 (mod r)’dir ve Fermat’nin
Teoremi’nden, ¢ | r — 1 buluruz.

Savimiz p ve ¢’ya gore simetrik oldugundan,
¢° =1 (mod r) ve p|r -1 sonuglar1 da bedavaya
elde edilir.

Boylelikle, hem p | r—1, hem de ¢ | r—1’i bulmug
olduk. Ayrica r tek say1 oldugundan 2 | r — 1’de
dogrudur. Hepsini bir araya getirdigimizde,

r=2\pg+1
esitligini elde ederiz. O

Bu sonucla birlikte, A ve B’nin ortak ¢arpanini
bulmak igin, 7 = 2Apq + 1 asal sayisinin

p?=¢”=1 (modr)

denkliklerini saglayip saglamadigini kontrol ede-
biliriz. Olas1 r segeneklerini simirladigimiz i¢in bu
hesap kismen daha kolaydir. Stephens karsit or-
negini, yukaridakilere ek, p < 443, pq < 200.000
ve r < 400.000 kogullar: altinda galigarak bulmus.
Dikkat edilirse, Stephens’in r’si 2pq + 1’dir, yani
A = 1’dir.
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