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“Sayilarla boyama” bulmacalarini ézellikle kii-
ciik yagtaki cocuklar ¢ok severler. Bu tiir bir bul-
maca hazirlamanin algoritmasi basittir: Once bir
resim segilir; bu resim yap-boz pargalar1 gibi, ama
resim tanimacak bicimde pargalanir; ayni renge
boyanmasi gereken parcgalar ayni sayiyla numara-
landirilir; renk kodlar: verilir ve bulmaca hazir!

Bu basit bulmacalarin yan sira 6zellikle son yil-
larda yayginlagan ve uzakdogu kiiltiiriiniin énemli
bir parcasi olan mandalalardan da s6z edebiliriz.
Britannica’ya gore mandala, Sanskritcede cember
demektir ve Hindu ve Budist Tantrizm’inde kut-
sal ayinlerde ya da meditasyonlarda kullanilan bir
aragtir. Evrenin bir temsilidir [2].

Modern cagin renkli kalem iireticileri, bu derin
anlamdan ari, yazihmlarin iirettigi binlerce man-
dalay1 bizlere sunmaktadir. Bu diizeydeki mantik
¢ocuk bulmacalariyla aymidir. Geometrik gekiller
bir araya getirilerek simetrik bir resim olugturu-
lur ve renklendirme tamamen okuyucuya/boyaciya
birakilir.

Abel’in Asal Portreleri

MIT’den Zachary Abel asal sayilari renk se-
¢im araci olarak kullanan asal portreleri keg-
fetti [1]. Abel’in yontemi ¢ok basamakl asal say1
7179 ... Thxm yi birim karelere ayrilmig n x m boyu-
tundaki dikdértgene, soldan saga ve yukaridan aga-
giya yazarak bagliyor. Her rakama bir renk atayip
olugan dikdortgeni boyamayla sonlaniyor. Asagida
35 basamakli bir asal sayinin 7 x 5 boyutundaki bir
dikdortgene yerlesimi goriilmektedir.

Her bir birim kareyi bir piksel gibi diigiiniir-
sek elde ettigimiz sonug¢ ¢ok diisiik ¢Oziiniirliikte
bir resim olabilir. Yukaridaki dizilimi degisik renk

secimleriyle renklendirerek desenler olusturmayi
deneyebilirsiniz!

Daha iyi ¢oziiniirliik elde etmek i¢in en azindan
birkag bin basamakli asallar kullanmamiz gerekir.
Tabii ki bu kolay uygulanabilir bir yontem degildir.

Meertens’in Algoritmasi

Arayigimiza bir asal say1 yerine bir resimle bag-
lamak daha kolay sonug almamizi saglayabilir. Ro-
land Meertens, Abel’in yontemini Python koduna
gevirmek igin bu yaklagimi benimsemis [3]. Asal
portresini bulmak istedigimiz fotografi ve ¢oziiniir-
liik katsayisini Meertens’in programina veri olarak
giriyoruz. Program fotografi éncelikle, belirttigimiz
katsayiya baglh olarak karelere ayiriyor. Her rakama
bir renk atayacagimiz i¢in, program elde ettigimiz
karelenmis fotografin en ¢ok 10 renk igeren yak-
lagik versiyonlarini olugturuyor. Bu esnada, dogal
olarak, gorsel bir miktar deforme oluyor. Asal say1
bulmay1 kolaylagtirmak i¢in deforme etme agama-
sindaki renk se¢imleriyle oynayarak, ayni fotografin
yiizbinlerce yaklagik versiyonu elde ediliyor.

Fotograf 1: Argimet.

Fotografin bu sekilde numaralandirilmasiyla or-
taya cikan say1 asal sayiysa program basgarili bir
asal portre elde etmis oluyor. Say1 asal degilse,
siradaki yaklagik versiyonla devam ediliyor.

Her ne kadar program kodunun énemli bir bo-
limi fotografla ilgili olsa da aslinda programin
en 6onemli adimi, belirtilen ¢oziiniirliige gore or-
taya c¢ikan ve binlerce basamaktan olugan sayilarin,
asal olup olmadiklarinin kontrol edildigi adimdir.
Meertens’in algoritmasi bunun i¢in Miller-Rabin
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asallik testini kullaniyor [6]. (Asagida bu olasiliksal
testi kisaca agiklayacagiz.) Algoritma, testi her say1
i¢in defalarca uygulayarak saymin asal olduguna
neredeyse emin oluyor.

Sonuglarsa ¢ok etkileyici. Dergimizin kapagin-
daki Gauss portresinin arkasinda tam 10.729 ba-
samakl bir asal say1 var. (Kendi Gauss portrenizi
yaratabilmeniz i¢in bu portrenin boyanmamis bir
versiyonunu da sizlere hediye ediyoruz.) Ayrica bu
yazida gordiigiiniiz diger biitiin portreler de ayni
program kullanilarak iiretildi. Bu portrelerin yiik-
sek ¢Ozlnirlikli sunumlarina web sayfamizdan
erigebilirsiniz. Siz de Meertens’in web sayfasindan
program kodunu indirip kendi portrenizi iiretebi-
lirsiniz!

Programin caligsmasi iizerine son bir not. Ka-
paktaki portreyi bulabilmek i¢in bilgisayarin iig
giin caligmas1 gerekti. Yazidaki diger portrelerin
¢Oziiniirliigi diisiik oldugundan onlar1 daha kolay
(birkag saat iginde) bulduk.

Fotograf 2: Sofia Kovalevskaya.

Miller-Rabin Asallik Testi

Bu test kendi bagina da ilging olup, birgok uy-
gulamaya sahiptir. Test, bir sayinin bilesik oldugu
sonucuna ulagabilmesine kargin, asal say1 olmay: sa-
dece (yiiksek bir) olasilik olarak verir. Yani aslinda
bir bilegiklik testidir.

Miller-Rabin testinin temelinde Fermat’'nin Te-
oremi bulunmaktadir.

Fermat’nin Teoremi: N bir asal sayiysa
a =a (mod N)

denkligi her 0 <a < N -1 i¢in dogrudur.

Bu teoremi kullanarak, denkligi saglamayan bir
a sayis1 bulup, N’nin asal olmadigini1 gosterebiliriz.
Ancak asal olmamasina karsin teoremin sonucunu
saglayan sayilar da bulunur. Bu sayilara Carmic-
hael sayilary denir ve en kiiciigli 561’dir.

Buradaki agig1 kapatmanin yolunu Miller-Rabin
testi vermektedir [4, 5]. Testin temelini olugturan
gbzlemi kisaca verelim.

p=2Fs+1 asal, s tek ve a # 0 (mod p) ise,
agagidakilerden biri mutlaka dogrudur:

1. @®* =1 (mod p).

2. a?s = -1 (mod p) denkligini saglayan bir
i1€{0,1,...,k -1} vardir.

Dolayisiyla verilen bir N = 2Fs + 1 sayis1 icin,
1. a® #1 (mod N) ve
2. her 0<i<k-1igin a215¢_1 (mod N)

kogullarin saglayan bir a # 0 (mod N) tamsayisi
(sahit) bulabilirsek N’nin bilesik oldugu sonucuna
variriz.

Fotograf 3: Bernhard Riemann (solda), Leonard Euler.

Testin etkinligini sahitlerin siklig1 belirler. Ra-
bin’in bir sonucuna goére bilegik tek say1 N igin 0 ile
N -1 arasindaki sayilarin en az ylizde 75’1 sahittir
[5]. Oysa N asal sayiysa higbir gahit bulunamaz.

Dolayisiyla testi yeterince gok sayida a igin de-
nersek N sayisiin ¢ok biiyiik olasilikla asal oldugu
sonucuna variriz. Ornegin, bilesik say1 N icin iki
farkli a degeri ile testi uyguladiktan sonra testin ha-
tali sonug verme (yani N'nin asal oldugunu verme)
olasilig1 (i)2 olur.

Bir Ornek

Yazimiz1 Miller-Rabin testini bir 6rnek iizerinde
gostererek bitirelim. Islemler ¢ok uzun olmasin diye
N =1057 alalim ve

N=2°.33+1

olarak yazalim. Hatirlarsaniz gsahitlerin N ile ara-
larinda asal olmasi gerekiyor. Segebilecegimiz en
kiigiik sahit aday:1 olan a = 2 se¢imini yapalim. Bu
durumda 23 (mod 1057) kalan smifim1 hesaplama-
liy1z.

Modiiler aritmetikten iyi bilinen bir sonug

a=b (mod n) ve c=d (mod n)
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denklikleri saglandiginda ac = bd (mod n) denkli-
ginin de saglandiginmi verir. Dolayisiyla yukaridaki
kalan sinifini hesaplamadan 6nce pargalayabiliriz.
Basit carpma iglemiyle 219 = 1024 = -33 (mod

1057) buluruz. Dolayisiyla
2 (210)2

(-33)% = 32 (mod 1057)

ve
230 = (-33)-32=1 (mod 1057)

elde ederiz. Son olarak 232 = 8 (mod 1057) bulu-
nur. Bu sonug¢ a = 2’nin ilk kogulumuzu sagladigini
gosteriyor.

Fotograf 4: Emmy Noether.
Ikinci kosul icin i = 0, 1,2, 3,4 sayilar icin
2233 4 _1 (mod 1057)

oldugunu gormeliyiz.

i=0 23 =8%-1 (mod 1057).

i=1(2%3)?2=82=64%-1 (mod 1057).

i=2 (2%%)% = (2°)2 2925 # -1 (mod 1057).
i=3 (233)8=(25)"=32-16# -1 (mod 1057).
i=4 (233)10=218=84 -1 (mod 1057).

Boylelikle ilk denememizde bir gahit bulduk ve
N =1057nin bilegik say1 oldugu sonucuna ulagtik.

Yazida kullanilan “retilmis portrelerin asillar:
Britannica web sayfasindan alimmastir. Asal port-
reler kodunu kullanmamaza izin verdigi i¢in Roland
Meertens’e tesekkiir ederiz.

Kaynaklar

[1] Abel, Z., “Prime portraits", Proceedings of the 19th An-
nual Bridges Conference, Jyvéaskyla, Finland, 359-362
(2016).

[2] Britannica, https://www.britannica.com/
topic/mandala-diagram (3 Eyliil 2021 tarihinde erisildi.)

[3] Meertens, R., Painting by Prime Number,
http://www.pinchofintelligence.com/painting-by-prime-
number/

[4] Miller, G. L., "Riemann’s Hypothesis and Tests for Pri-
mality", Journal of Computer and System Sciences, 13
(3) 300-317 (1976).

[5] Rabin, M. O., "Probabilistic algorithm for testing prima-
lity", Journal of Number Theory, 12 (1) 128-138 (1980).

[6] van Tilborg, H. C. A., ‘Encyclopedia of Cryptography
and Security", Springer, 2005.

%%@@@@E@@@@@E@@@@@@@
@

Clolelicloolpiclbpeiloibi)
%E%EEEE@@E@@@EEE@@E@

U
DY 29 R0 00 9 R RO RI0Y Y R

BREEREEEERE
?&@EE“@@E@

Fotograf 5: Cem Yalgin Yildirim.
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Fotograf 6: Carl Friedrich Gauss.




